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E L Ő S Z Ő .
Ezennel átadatik a tudományos közönségnek a felsőbb 
mennyiségtan második része, melynek egészleti hánylat a 
neve, s mely által az emberiség igen rövid idő alatt annyira 
fel lön világosítva , hogy a mostani világ viszonyait, a régibb 
világ viszonyaival a legelőnyösebben lehet összehasonlítni ; 
mert ezen összehasonlításból világosan lehet látni, hogy az 
emberiség azon kiskorúságból, melyben a régibb időben volt 
és tartatott, mostanában már kikerült, és önállólag kezdett 
működni, és hogy ezen működésnek többé el nem hárítható 
ereje van> melynél fogva már most is lehet állítni, hogy nem 
igen sok idő múlva, az emberiség teljes önállósága bizonyo­
san el lesz érve.
Hogy pedig mind ezeket, egyedül csak az alaposan tanul­
mányozott természeti tudományoknak köszönhetjük, senki sem 
fogja kétségbe vonni; s így nem lehet forró és abban álló 
óhajtásunkat elég nagy nyomatékkai kifejeznünk, melynél 
fogva azt kívánjuk, hogy nemzetünk minél nagyobb része fia­
tal korában , ezen nevezetes tudományok üzéséhez fogjon ; 
hiszen nem kívántatik épen az, hogy mindenkiből mély tudós 
legyen, s elég örvendetes jelenetnek fogjuk tartani , ha min- # 
denki, ezen gyönyörű tudományok csak alapelvciben is jártas 
lesz ; mert már az által is , különféle elöitéletektöl, és sok 
szomorú természetű tulajdonságoktól meg lesz szabadítva, 
mit ugyan előnynek lehet tekinteni; hozzá járul még az is, 
hogy ezen tudományok tanulmányozása, egyszersmind a legha 
talmasabb eszköz, különféle téves nézetek elűzésére, s mint­
hogy e nemes czélt egyedül csak a valós tudományok üzése 
által érhetjük el, fen kimondott óhajtásunk , nem épen rósz 
tanácsnak lesz tekinthető. *
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Itt nem csak czélszerünek hanem szükségesnek is lát­
szik, felvilágosítást adni azon rendszerről, mely szerint a je­
len egész munka szerkesztve van, minthogy abból világosan 
lehetend látni, vájjon az előttünk fekvő munka alkalmas-e 
tanulásra, és mit és mennyit lehet belőle tanulni.
A mi az első kötetet illeti , az a külzeléki hánylatot al­
kalmazásával együtt, foglalja magában, s egy bevezetésben és 
négy fejezetben tárgyaltatott. A bevezetés a függvény fogal­
mának megállapítására szolgál, hol egyszersmind a függ­
vénynek különféle nemeiről van szó, végre azon jelképek is 
felhozatnak, melyek által a függvények általánosan véve kép­
viseltetnek.
Az első fejezetben azon függvények külzelési módja 
terjesztetik elő, melyek csak egy független változóval bírnak, 
mely külzelési mód, mind az algebrai, mind a túllépő függ­
vényekre kiterjed; s hogy ezen külzelési módok számos és 
oktató példákkal felvilágosítvák, alig megemlítendő.
A második fejezetben a függvények felsőbb külzelékei 
és lehozott függvényeiről van szó, mely alkalommal a kifej­
teden függvények kiilzelése, és az állandók kiküszöbölése is 
előterjesztetik. A lehozott felsőbb függvényekre következik a 
Taylor tantételének bebizonyítása és némely könnyebb ese­
tekre alkalmazása. Ezek után a Mac Laurin nagy fontosságú 
tantétele hozatik le, és mindjárt ennek alkalmazása is elő­
terjesztetik a függvények sorba fejtésére, mely alkalmazás, 
mint könnyű belátni, nagy érdekű; ez alkalommal a sorok 
összetartásáról is van szó.
Ez után következik aMoivre kétszaku tantételének a meg­
állapítása, s egyszersmind alkalmazása is, a felsőbb fokú tiszta 
egyenletek feloldására és némely háromszögtani sorok szár­
maztatására. Ugyanabban a fejezetben még a függvények hatá­
rozatlan értékeinek, és a függvények legnagyobb és legkisebb 
értékeinek általános elmélete terjesztetik elő ; mind a kettőt 
számos és czélszerü példákkal felvilágosítván. Ezekből látni 
lehet, hogy e fejezetnek nagy kiterjedésű tartalma van.
A harmadik fejezetben azon függvények külzelése tár- 
gyaltatik, melyek több független változóval bírnak ; mely al­
kalommal a kifejtetlen és több változóval bíró függvények
rkülzeléséröl és az egynemű függvények keletkezéséről is van 
szó. Továbbá azon nagy fontosságú tárgy terjesztetik elő, 
melyben a független változónak felcserélése adatik elő, s mely 
tárgy a kellő példákkal fel van világosítva ; s ennek utána a tet­
szésszerinti függvények kiküszöbölése is tárgyalás alá vétetett.
Mind ezeknek előrebocsátása után, következik a Talyor 
és Mac Laurin sorának származtatása, több változóval bíró 
függvényekre nézve; s mindjárt ezen sorok alkalmazása is
1- ször azon függvények határozatlan értékeire, melyek több 
változóval bírnak, és 2-szor azon függvények legnagyobb és 
legkisebb értékeire, melyekben több független változó fordul 
elő, mind a két elméletet a kellő példákkal felvilágosítván. 
Ugyané fejezetben a külzeléki egyenletek háromszögök szá­
mára is terjesztetnek elő ; s végre ezen fejezet a Lagrange tan- 
tételével fejeztetik be.
A negyedik fejezetben a külzeléki bánylatnak a mértanra 
alkalmazása terjesztetik elő, melyre nézve azonban czélszerü. 
nek látszott, az elemző mértan alapelveinek előrebocsátása, 
mi különben csak igen röviden vitetett véghez. Maga az em­
lített alkalmazás, a következő tárgyakra terjesztetett k i: 1 szőr) 
az érintők, alérintők, deréklők és alderéklők meghatározására,
2- szor) az egyszerű görbületi görbék görbületi sugarának ki­
fejtésére, még pedig azon esetre is, ha semmi külzelék állan­
dónak nem vétetik, végre sarkösszrendezőkre nézve is.
3- szor) tárgyalás alá vétetett az egyszerű görbék különféle 
rendű érintkezése, s ebből alkalmazás gyanánt, az érintkező 
kör sugara is lehozatott. 4-szer) vizsgálat alá vétetett, a ket­
tős görbületü görbék különféle rendű érintkezése, s ennek 
alkalmazása a kettős görbületü görbék görbületi sugará­
nak meghatározására. 5-ször , a kettős görbületü görbék 
érintő egyenesei és deréklő síkjaira. 6-szor, a görbe felületek 
érintő síkjai és deréklő egyeneseire. 7-szer, az egyszerű gör­
bületü görbék lefejtettei és lefejtöire. 8-szor) a hengeres 
felületek egyenleteire, 9-szer a kúp alakú felületek egyenle­
teire, 10-szer) a forgási felületekre, 11-szer) a görbe felületek 
érintkezésére, s végre 12-szer) a görbe vonalok nevezetes pont­
jaira. Függelék gyanánt a másod rendű felületek egyenletei­
nek a megállapítása is tárgyalás alá vétetett.
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A mi jelen munkának második kötetét illeti, az a fel­
sőbb mennyiségtan második részét, azaz az egészleti hányla- 
tot alkalmazásával együtt, foglalja magában. Ezen tudomány 
e következő rendszer szerint van szerkesztve : A kezdete 
ezen tudománynak egy bevezetésből áll, mellben az egész­
let fogalma terjesztetik elő , a mint az okvetlen szükséges , 
ezen tudomány megértésére; a többi pedig hat fejezetben van 
előadva, mely fejezetek e következő tárgyakról szólnak :
Az első fejezetben az egy változóval bíró külzeléki függ­
vények egészelése tárgyaltatik, még pedig mind az algebrai 
mind a túllépő függvényekre vonatkozva. Ezen fejezetnek a 
rendszere következőkből fog kitűnni: 1-ör jöaz alapegészletek 
kifejtése, kétszaku külzeléki függvényekre nézve. 2-szor. A há- 
romszaku egészletek tárgyalása, és némely egészletek származ­
tatása lehozás útján. 3-szor. Az okszerűtlen külzeléki függvé­
nyek egészelése. 4-szer. Az okszerű való tört függvények szét­
bontása részlet-törteire. 5-ször. Az egészelési módok szétbontás 
által. 6-szor. A részletes egészelés, és a lenyomási képletek 
származtatása. 7-szer. Az egészclés sorok által, hozzá csatol­
ván az egészlet alatti kiilzelést, és az egészlet alatti egészelést.
Ezek után következik a túllépő függvények egészelése, 
még pedig: 1-ször) a logarithmusi függvények egészelése 2- 
szor) a kitevős függvények egészelése, és 3-szor) a három- 
szögtani és kör méreti függvények egészelése, s avval be van 
fejezve az egy változóval bíró első külzelékek egészelése.Végre 
hozzá járul még a felsőbb külzelékek egészelése, és a határo­
zott egészletek elmélete, mivel az első fejezet be van zárva.
A második fejezetnek tárgya, az egészleti hánylat al­
kalmazása a mértanra, mely alkalmazás e következő négy 
esetre terjesztetett elő : 1-ször) a görbe vonalok által bezárt 
sík felületek négyszögítésére, mind épszögü mind sarkössz- 
rendezökre vonatkozva, 2-szor) a görbe vonalok egyenesítésé- 
re, szintén mind épszögü mind sarkösszrendezök által, 3-szor 
a görbe vagy forgási felületek kisikítására, és 4-szer) a forgási 
testek köbözésére.
A harmadik fejezetben, több változóval bíró külzeléki 
függvények egészelése tárgyaltatik, de csak azon függvények­
re nézve, melyek valamely, több változóval bíró függvénynek
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teljes külzelékei, számos példákkal felvilágosítva. Ez után azon 
határozott egészletek tárgyalása következik, melyekben 
két változó fordul elő. Ugyané fejezetben , több változóval 
bíró kettős egészletek is terjesztetnek elő, s ezek kapcsolatá­
ban, a kettős határozott egészletekről is van szó.
A negyedik és egyszersmind a legbővebb tartalmú fe­
jezetben, a külzeléki egyenletek egészelése vétetett tárgyalás 
alá, mely tantárgy azért tárgyaltatott oly bőven , minthogy 
ezen egyenletek egészelésénél a legnagyobb nehézségek for­
dulnak elő. Hányféle egyenletek egészelése terjesztetett pedig 
elő e fejezetben, azt a tartalomból világosan lebet látni. Az egé­
szelés ezen egyenleteknél, két és három változóval bíró kül­
zeléki függvényekre terjesztetett ki, és ezen fejezet az együt­
tes külzeléki egyenletek egészelésével fejeztetik be.
Toldalék gyanánt ezen fejezethez csatoltatott, az egész- 
leti képletek gyűjteménye, milyennek egy telj -S egészleti 
hány latról szóló munkában nem szabad hiány zani.
Az ötödik fejezet azon nevezetes és külön álló tudományt 
foglalja magában, mely változtatási hánylat neve alatt isme­
retes a tudományos világban, és egyedül csak arra szolgál, 
hogy bizonyos nemű maximumok és minimumok batároztas- 
sanak meg, mely nemre t. i. a közönséges külzelés nem al­
kalmazható. Ezen nagy fontosságú hánylat Euler tudós által 
alapíttatott meg, és csak később Lagrange, Gauss, Poisson 
is más tudósok által lön tökéletesítve.
Végre a hatodik fejezetben némi alkalmazása adatik elő 
a felsőbb mennyiségtannak a menchanikára, hol azonban csak 
a mozgást illető tantárgyak vétettek tárgyalás alá oly módon, 
hogy először a mozgás alap-egyenletei hozatnak le, s ennek 
megtörténte után, ezen egyenletek alkalmazása terjesztetik 
elő, a moztanban előforduló legérdekesebb esetekre, melyek 
közül kétségtelenül a legnagyobb érdekkel bír azon eset, 
melyben a bolygók nap körüli mozgásáról van szó, mint 
hogy itt ezen mozgásnak általános és alapos elmélete fejte­
tik meg, melyből napi rendszerünk azon bámulatos sajátsá­
gai világosan láthatók, melyeknél fogva egyedül vagyunk ké­
pesek, ezen rendszernek alkotásáról és örökös állhatóságá- 
ról kellő fogalmat nyerni, mely fogalom elemi úton meg
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nem szerezhető, mi miatt oly kevés ember találtatik e világ­
ban, ki ezen nagyszerű fogalommal dicsekedhetnék.
Hogy végre azon előterjesztési módról is kellő fogalom 
nyeressék, melylyel a tantárgyak a jelen munkában elő van­
nak adva, elégséges lesz említést tenni azon nyilatkozatról, me­
lyet ezen munkának egyik bírálója a magyar tudom. Akadémia 
elébe terjesztett ezen munkára nézve; szavai e következők : 
„Ha valaki nem volna képes a jelen munkából megtanulni a 
felsőbb mennyiségtant, az soha és semmiféle más könyvből 
nem lesz képes azt magáévá tenni“ ; miből tehát világosan 
következik, hogy az e munkában előforduló tantárgyak, a le 
hető legnagyobb világossággal és érthetőséggel elő vannak 
terjesztve, s így a tanuló előnye is kellő tekintetbe van véve.
Pesten Január hóban
a s z e r z ő .
B E V E Z E T É S .
1.) (Az egószlet fogalma.) Az egészleti hánylat épen 
ellenkezője a külzeléki Uánylatnak; tudjuk ugyanis, hogy a 
külzeléki hánylat czélja, a függvénynek végtelen kicsiny nö- 
veteinek avagy külzelékeinek meghatározásában á ll; ellenben 
az egészleti hánylat mind azon mütételeket foglalja magában, 
melyeknek folytán, valamely függvénynek adott külzelékéböl, 
magát a függvényt meg lehet határoznj.
Ezen határozatnál fogva, minthogy a külzeléki hány- 
latból ismeretes előttünk, hogy/(a;J-nek a külzeléke f'(x)dx 
jelkép által kellőleg terjesztetik elő,/(cc) szükségképen f{x )dx  
külzelék egészletónek lesz tekintendő. Valamint pedig vala­
mely adott függvény külzelését, d-nek elébe-tétele által szok­
tuk kijelenteni, úgy valamely adott külzeléknek egészelését
p e g y  elébe-tétele által fogjuk jelenteni, minek következtében
^  f{x)dx  kifejezés, avagy f ’(x)dx-nek az egészlete, azon
függvényt jelenti, melynek külzelése által az adott külze­
lék ered, s így e következő kifejezés helyes volta világos 
lesz :
Mivel azonban f'(x)dx nem csak /(cc)-nek, hanem 
nek külzeléke is, hol C egy állandó mennyiséget jelent, mely 
mint tudjuk az adott függvény külzelésénél mindig elmarad: 
következik, hogy az előbbi 1 ) kifejezés az adott külzeléknek 
nem teljes egészlete, és ezzé csak azon esetre fog válni, ha
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még az úgynevezett tetszésszerinti C állandót hozzácsatoljuk; 
teljesen fog tehát állni :
2) Cf'(x)dx=:f(X)+C ,
s magától értetődik, hogy ezen állandó, semmiféle külzelék 
egészelésénél ki nem hagyandó.
Minthogy továbbá ismeretes előttünk , hogy az adott 
függvény állandó szorzója ahnak külzelékében is mint olyan 
fordul elő, de a függvény külzelésére befolyása nincsen : kö­
vetkezik, hogy ezen állandó szorzónak az egészelésre sem 
lesz befolyása, s így az adott külzeléknek csak változó része 
egészelendő; minek folytán e következő kifejezés lesz helyes:
azaz, az adott külzelék változó részének egészelése után, az 
állandó szorzót hozzácsatoljuk, miért is az, az egészelési jegy 
elébe szokott íratni.
Minthogy végre azt is tudjuk, hogy az összeg vagy kü­
lönbség külzeléke, a külzelékek összegével vagy különbsé­
gével egyenlő: következik, hogy valamely összeg vagy kü­
lönbség egészlete is, az egészletek összegével vagy különbsé­
gével lesz egyenlő; s így helyesek e következő egyenletek :
J [f(x)dx-\-q>‘(x)dx] = £ / ' (sv)dx-j - J q>‘(x)dx, és 
^[f'(x)dx -cp'(x)dx\ =z^f'(x)dx— ^q>'(x)dx,
2.) (Minden egészlet külzelékek összegének tekin­
tendő.) Ennek megmutatására czélszerü lesz e következő 
nézetet előrebocsátni. Feltévén t. i . , hogy (1-sö idom) OAC 
felület meghatározásáról volna szó, mely az OC görbe és két 
egyenes által be van zárva; akkor bizton állíthatni, hogy a 
kérdéses felület OA—x metszék függvénye, ez tehát F(x) 
jelkép által kellőleg terjesztetik e lő ; mivel pedig F(x) függ­
vény f(x)dx külzelék egészletének tekinthető, állnia kell e 
következő egyenletnek:
1). ^f{x)dx=F{x)-]-C,
EGÉSZLETI HÍNYLAT. 3
ez pedig határozatlan egészletnek szokott neveztetni mind­
addig, míg x változónak határozott értéket nem tulajdonítunk. 
Ennek megértésére, vegyük föl, hogy ACDB (1-ső idom) fe-
(1 -sö idom.)
lület meghatározásáról van szó ; akkor OA=zx^=.a metszék, 
ezen felületnek kezdetét határozandja meg, azaz, a kérdéses 
felület elenyészik, mihelyt x helyébe a tétetik; mely körül­
mény C állandónak meghatározására szolgál, áll t. i. :
0 =F(a)-\-C, honnan : C = —i^a), a ennek folytán :
if(x)dx=F (x)~F (a), y
J  - '  ~o.
miből láthatni, hogy az 1 ) alatti egészlet egyik oldaláról már 
meg van határozva. Ha pedig azt a másik oldaláról is meg akar- 
nók határozni, akkor az előttünk álló egyenletben csak OB~b 
teendő x helyébe, mi által F(b)— F(a) fog nyeretni, s ezen 
mind két oldalról meghatározott egészlet a kérdéses felületet 
terjeszti elő, és e következő kifejezés által szokott adatni :
|  f(x)dx=F(b)—F(a),
hol b a nagyobbik, a pedig a kisebbik határnak neveztetik, 
mely határok közöttt nyilván a kérdéses terület fekszik.
3). Ezeket előrebocsátván, fenebbi állításunk igaz vol­
tát e következő módon lehet bebizonyít ni. Azon feltét alatt 
t i., hogy f(x)dx kifejezés ^(ícj-nek külzeléke, ezen hánylat 
elvei szerint kell hogy álljon :
2 .) i\x-\-dx)—F(x)=f(x)dx. ;
Ha már most az (1 -sö idom)-ban előforduló ABi=zb—a héza­
got végtelen kicsiny Ak, KI, lm, m n ..........részekre osztva
képzeljük, minthogy O A =a : az említett végtelen kicsiny ré-
1*
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szék mindegyike da jelkép által kellőleg lesz képviselve; és
az I, II, III, I V ..........alatti végtelen kicsiny területek, az
OAC területnek egymásra következő végtelen kicsiny nö- 
veteinek tekinthetők, melyeknek meghatározásáról itt szó 
van. E végre szabad lesz, az OCD görbe vonal által bezárt 
területet általánosan véve F(x) által előterjeszteni, minek kö­
vetkeztében az OAC terület F(a) által, az OKe terület pedig 
F(a-\-da) által lesz képviselve, s így az ACek terület 
F(a-\-da) — F(a) által kellőleg fog adatni, mely kifejezés a 
fenebbi 2) alatti kifejezéssel összehasonlíttatván, e követke­
ző eredményre vezet :
F(a-\-da)—F(a)=zf{a)da.
Hasonló módon aII terület meghatározására, az Olf=zF(a-\-2da) 
területből kivonandó lesz az Oke—F{a-\-dd) terület, minek 
folytán áll :
F(a-\-2da)—F{a+da)=zll,
ezt pedig ha megint összehasonlítjuk a 2) alatti általános 
egyenlettel, e következő eredményt fogjuk kapni :
F(a-\-2da)—F(a-\-da)=zf(a-\-da)da.
Ha ezen okoskodást tovább folytatjuk, és felteszszük, hogy da 
külzelék az AB hézagban w-szer foglaltatik, (hol tehát n fe­
lette nagy szám): akkor az egyenletek e következő sorát fog­
juk nyerni :
F(a-\-da)— F(a)-=f(a)da 
F(a-\-2da')—F(a-\-da)=if{a-\-da)da 
F(a-\-3da)—F{a-\-2da)—f{a-\-2da)da 
F{a-\-Aida) —F(a-{-3da)z=.f(a-\-3da)da
........................................................................ végre :
F(a-\-nda) — F{a-\-(n— 1 )da)—f(a-\-(n— l)da)da, 
mely egyenletek összeadása által kapjuk :
F(b)—F(a)=.f{a)da-\-f(a-\-da)da-]-f(a-\-2da)da-\-..........
/ ( a - f  (n— l)da)da,
minthogy nyilván (a-\-nda)-=zb. Ezen egyenlet figyelmes megte­
kintéséből látjuk, hogy annak bal része nem egyéb, mint b és 
a határok között vett határozott egészlet; a jobb részében 
előforduló n tag pedig mind külzelék ; az említett határozott 
egészlet tehát nem lehet egyéb, mint a kitűzött határok kö-
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zött létező külzelékek összvege; mi által tehát állításunk 
igaz volta be van bizonyítva; magától értetődvén, hogy F(x)- 
nek b és a határok között folytonosnak kell lenni.
Minthogy f(x)dx—d,F(x)} következik, hogy :
. W ,
azaz, F(x) nem változik, ha azt először külzeljük, s azután 
egészeljük. Ha pedig a JP(a;)=l/(íc)áa;egyenletet külzeljük,
azaz, f(x)dx  függvény nem változik , ha azt először egészel­
jük x szerint, azután pedig külzeljük/ Ez által, mint látjuk, 
az egészleti hánylat természete is teljesen meg van mutatva.
álland :
követkéz«,cg:
ELSŐ FEJEZET.
EGY VÁLTOZÓVAL BÍRÓ KÜLZELÉKI FÜGG­
VÉNYEK EGÉSZELÉSE.
4.) (Alapegészletek.) Alapegészleteknek neveztetnek 
azok, melyek a függvények ismert külzelékeiböl egyszerű 
megfordítás által nyeretnek. Ezen egészletek nagy fontosság­
gal bírnak azért, mivel számtalan ismeretlen alakú egészletek 
csak az által határozhatók meg, hogy ezen ismert egészletek 
alakjára visszahozatnak. így a külzeléki hánylatból tudjuk, 
hogy :
cl.— z=xm. dx, m-j- 1
ebből tehát egyszerű megfordítás által kapjuk :
mivel pedig xmdx nem egyéb, mint hatvány külzeléke, a jelen 
kifejezésből e következő hatvány egészelési szabálya olvasha­
tó : a függvény kitevője egygyel nagyobbítassék, és a nagyob- 
bított kitevővel és a változó külzelékével osztás vitessék vég­
hez. Hogy az 1) alatti kifejezés m-nek minden lehető értékére 
nézve áll, már abból következtethető, hogy a hatvány ismert 
külzelési szabálya minden esetre áll, akár tevőleges az m kitevö- 
akár nemleges, akár egész, akár törtszám. Egyetlen egy ese­
tet itt mégis ki kell vennünk, mely akkor áll elő, ha m = —1>
£C~ 1+1 1
ö 'ra’ez esetben t. i. a fenebbi kifejezés átmegy
ez pedig állandó mennyiség levéü, külzelésböl nem szármáz
EGÉSZLETI HÁNYLAT. 7
hátik. A fen kimondott egészelési szabály szerint, helyesek e 
kővetkező egészletek :
f x ‘d x = 2 +C,fx3dx=:~+C ,
n/r>3
J'ax*dx=:aJ' íc2áíc«=—  -\-C ó
f  X? dx=2gc í + C==^X Vx-\-C,
J*x~\dx=2Vx-\-C9 s. í. t.
Hasonlóképen ismeretes előttünk a külzeléki bánylatból
cldc
d.logx—— , következőleg:
2.)
Cdx__
3 « “
=logx-\-C ,
mely egyenlet, mint látjuk, csak a természetes logarithmusok- 
ra nézve á ll, más esetben azt még az illető modulussal kel­
lene szorozni. Továbbá tudjuk, hogy :
d.ax—axdxloga, következőleg :
3.) J*axdxlogaz=logaJ*axdx—ax-\-C) miből :
4.) ^axdx=.J(^ - - \-C,loga
és ha e iratik a helyébe, hol e a természetes logarithmusok 
alapszáma, tehát log&sz 1, álland :
5.) J*exdx=zex-\-C.
Ha pedig az egészelendö külzelék enxdx lenne, akkor írván
nx—z. lesz dx^=^, s ennek folytán: u
6). ^ xd x = - ^ d z ^ ^ C = z e^ C .
Továbbá ismeretes előttünk a külzeléki hánylatból,
hogy :
d.sinx=zzdxcosx) d.cosx=z—dxsinx
1 dxd.tqx= — — ,* cos^ x
i dx 'd.cottx—--- r-=- > s. í. t.sm x
ebből e következő egészletek erednek :
7.) J' dxcosx=8Ínx-\-C\ J'dxsinx=s—~Qosx~\~C,
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*•> j c ó ^ = í 3 'X+ C’ ^ \ = - cMx+ C’ s- i- t-
Ha pedig az adott külzelék dxcosnx, vagy dxsinnx volna, ak­
kor nx=rz tétetvén, lesz dx—— , s így álland :
9.) \  dxcosnx^ - í , smz smxa? ,dzcosz—----= ------ -f—C, cs
n  íi
10. ) Cdxsinitx= —- U « , l2= - e0,Z= -
cosnx
■c.11 íj n
A külzeléki hánylatból még ismeretesek e következő kife­
jezések :
dx , dxd.arc.sinx—'
V í — X1'
d.arc.cosxszz-
V 1—x 2
d.arc.tgx— . dx s. í. t.
1-j—a?2 '
ezekből tehát e következő egészletek származnak :
arc.sinx-\-C,
— arc.cosx-\-C,
arc.tgx-\-C......... s. í. t.
Ha a 11) és 13) alatti kifejezéseket összehasonlítjuk e követ­
kező egészleti kifejezésekkel :
íi dx és Udx4 -6«ajíV a2—b2x 2 ’
akkor ezen kifejezések alakjából már látható, hogy elsejének 
egészlete arc.sin, másikának egészlete pedig arc.tg lesz , csak 
a hozzá tartozó függvény nem ismeretes, minek nyerése vé­
gett, ezen egészletek elsejét így is írhatni :
bdx
f  dx _  l f
J  V a-—b2x% 0 1V  ■-©'
hoc, hol —= *  tétetvén, lesz :
^ ^ = d z f s ezeknek helyettesítése adandja :
(X
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ifi
bdx
a ______
z ó j  V 1 _ * «  b
dz 1=z- arc.smz,
V ' - C D
és z helyébe értékét visszahelyezvén, lesz :
1 i \  í '  dx 1 . b x . n
J l / V —W  b a
mely egészlet, mint látjuk, általánosabb a 11) alatti egészét­
nél, mert ez is benne foglaltatik, minthogy a = ó = l  tétetvén 
lesz :
I* dx -=arc.sinx-+-C, mint előbb.
Ezen általános egészétből még e következő egészétek is 
nyeretnek :
í* dx __ 1
j V  a — bx1 V  b
íi
. xVbarcsm—--[-(7,  továbbá 
V a
£^r=rss=arc.8Ín^-\-C...........s így t.
V a%~ x '1 «
A második egészétet illetőleg, azt még így is éhet írni :
bdx
f* dx __ 1 C a 
J  <fJr b'tx'1~~ ab3
«=<x2f, következőleg : 
a
bdx
bx2, hol — = z  tétetvén, lesz :a
1 f  a 1 C dz 1
ib j 1 } « 0  1— ' abarC’^ Z’ab
és 2  helyébe értékét visszahelyezvén, é sz  :
dx 1 bx , 
5=-j,arc.í<,.--4-C,15.) ’2-j-ó2# 2 a£T ~ a 
mely egészét megint általánosabb a 13) alatti egészétnél, mert 
ebből származtathatók ekövetkező egészétek is:
1 . xV^bC dx
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Í dx __1dl-\-x<1 aarc.tg—J-C, s. í. t.
Az alapegészletekhez tartoznak e következő kifejezé­
sek is :
Í dx , C daa-\-bx ’ GS j a —idx bx ’
mélyeket a 2) alatti alakra lehet visszavezetni, még pedig e 
következő helyettesítés által :
és a—bx=u, tehát dx— —ba-]-bx=zz] tehát d x = ^ - ,
miknek helyettesítése által kapjuk :
Í dx 1 Cdz 1 ,7 = ^ '  és
(* da3 1 Cdu 1,
j ^—b x~  ~  bJ  T i~ ~ ~  bl°9U> 
itt pedig z és u helyébe az eredeti értékeket visszahelyezvén, 
lesz :
160 ^ b x = \ l09(aJr},X )+C ’ éB
170 | d i = - ! tos(a_te)+a
Ezek meglevén, már semmi nehézséggel nem járand, e 
következő fontos alapegészletnek a meghatározása :
:
dx
| a2—bqíc2 *
melynek egészelése az által elérhető, hogy az a2—ó2# 2 nevezőt, 
két valós (a—bx) és (a-J-ócc) szorzóra lehet bontani; minek 
folytán da?-nek együtthatóját még így is lehet írni :
1 _  1
a®—ó2£C2 (a-\-bx)(a—bx) ’
mely törtet oly két részlet-törtre lehet bontani, melyek egyi­
kének nevezője {a~\-bx), másikának nevezője pedig (a—bx) 
lesz; mi végre e következő egyenlítés szolgál :
1 __ A i___ B_
(a-j-6a?)(a—bx) a-\~bx a—bx *
hol A és B határozatlan, de állandó együtthatók, melyeknek 
meghatározás ára áll :
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-2^ 4 rV + 4 « y — j (Í2/92— 4«y—-4y22:2 ’4/í22-(-4«j/
melynek egészlete, a 18) alatti minta szerint ez
2/9 í - —  _  _____  __ _______ I
J P —4ay—4y*z* 2yV'ß*— 4ay V ^ » - 4 ay—2yz'
azon esetre tehát, ha ß'1^ 4ay) a kérdéses egészlet leend :
a) j  ^ (“+ ^ + ^ )+ 277f c r r
%^£=á2±2íí±'s +c.
V^* ;92—4«y—2ya:—/5
Ha pedig végre még azon eset is tekintetbe vétetik, ha 4uy— ß<t, 
tehát ß—2V/"«J/"y, akkor az adott egészlet így álland :
1* xdx _ 1* xdx í*
J a + ß x + y x ^  J a_|_2*/ «  K y-fya>2~  J
xdx
(V a-j-ícV  ^y)
melyek egészlete helyettesítés által nyeretik, és e kővetkező :
j + c-
Következik most a második egészletnek meghatározása,
azaz
1 ccdűcV" «-J-/3a?-J-ya;2
akkor, ha itt is az előbbi esetnek megfelelő helyettesítés vi­
tetik véghez, ezen egészlet e következő kettőre menend át :
í xdx
^ r j l
:2z ; f -— —
J  K  4«)— ^-)P + i f
dz
V4ay— /J«-J-4y2a*J 
mely két egészlet megint ismeretes alakkal bír, még pedig az 
első helyettesítés által egészeltetvén, nyerni fogjuk :
zdz 12 V i :K4«;--- /92+ 4 y V ,1^  4ay—/92-|-'iy2z2 2 /  y
a második egészletre pedig a 4-ik szám 19) alatti mintát al­
kalmazván lesz : 
ß í* dzíy j  V 4 ay—/92-|—4y2z2 - Z o $ (2 yz-}-4«y  — /92-|-4y2í?a),
2*
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és z helyett értékét visszahelyezve, lesz :
19.) C . - j j f___=  \log( V a^M-ft V )+ C ,
’ } \ í a * + b V  b y ^  ^  '
mely egészlet szinte általános, mivel e következő esetek is 
benne foglaltatnak :
dx
J
í
dx
1^1+
V a+bi
zlog(x-\-V l+ ® a)-(-C, 
^ h g (x V b + V  a+bx2)+C,
Vb
dx dog{x-\- VcP-^x^-^C .................. s. í. t.
^V av+ x*
Még egy, igen gyakran előforduló egészelési szabályt 
lehet származtatni az által, ha az 1) alatti egészletben (a-\-bx") 
iratik x helyébe, minek folytán nbx.n~1dx leend Írandó dx 
helyett, mi által e következő egészletet kapjuk :
íx'-'dxía+bx«)™ = ^ 4 ^ T T T + C>nb(m-\-l)
mely egészlet nyilván az által is nyerhető, ha a-\~bx'n=zz, te- 
dzhát x*~ldx-=— tétetik, mi által ezen egészlet átmegy erre :
Czmdz___ 1 C m zm+1
J  nb nój Z==nb(m-\-1)
hol z-nek értékét visszahelyezvén, a fenebbi egészletet nyer­
jük. Ebből e következő egészelési szabályt lehet származ­
tatni : Valahányszor az egészelendő kifejezés külzeléké- 
nek együtthatója vagy osztója olyan, hogy annak külzeléke 
az adott külzeléki szorzóval ugyanaz, akkor az adott kifeje­
zés mindig helyettesítés által egészelhetö. Felvilágításul e kö­
vetkező példákat hozzuk elő :
dx
(1-sö Példa.) Legyen adva . ____
V  a-\-bx
mivel itt a gyök alatti (a-\-bx) mennyiségnek külzeléke =bdxf 
ez tehát az adott kifejezés számlálójában előfordúló külzelék- 
kel ugyanaz, egészletének nyerése végett teendő : a-\-bxz=zzf 
dzlesz dx=.£- , s így az adott egészletböl lesz :
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íi
dx_____ _  I f Í i — 1f  , ,  2 V  z
V a + b x ~  0  K e”  l )  2 tdz— V  ’ 
és z helyébe az eredeti értékeket visszahelyezvén, kapjuk :
dx20.) Í dx V a-\-bx
(2-ik Példa.) Meghatározandó e kővetkező egészlet :
x dxí ’
itt is látjuk, hogy a<l-\-bclx -= z  tétetvén, lesz x d x = — , s ennek 
folytán :
Í x dx   1 fd z   1 ja< i^ .Px~ 2b* J W ° 9^
és 2 helyébe értékét visszatévén, lesz :
4 ocddc
(3-ik Példa.) Meghatározandó legyen : J   ^ ;
dz
akkor itt is tévén : a2-j-ó2a?2= z ,  lesz xdx=z^j-, következőleg2ó2
i xdx — f — —i V'z2 012 1 VI *">Y  a2-j-ó2cc2 2b2J ó2
és 2  helyett értékét visszahelyezvén, lesz :
xdx í-22.) íK a2-|-ó2cc2
(4-ik Példa.) Legyen adva : y*xQ~1dxVr a-\-bxu,
dz
akkor itt is teendő : a-J-óa?n=:z, s lesz xn~1dx= -^ , követ­
kezőleg :
^  xu~1dx\/ra-j-Ó£cn=r dzVz-=:-—-^zl,
és 2  helyett értékét visszahelyezvén, lesz :
23.) ^xu~xdxVa-fbxa=  ^ (a -j-fo c1*) ^ a“h^a?u4"^ '; 
mely kifejezésben ha w = l, nyeretni fog :
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í-
______ ____
dxVa-\-bx— ^  (a-\-bx) a-\-bx -\-C .............s. í. t.ÓU
Könnyű egészelésök miatt, még e következő négy ese­
tet hozzuk elő :
dx . C dxí* xndx 1* xndx C dx , f*
J  a-\-bx * j  a-^bx* * J  xu(a-\-bx) ’ eS j  xn(a 2\ »J { -\~bxt) 
mely kifejezésekben felteszszük, hogy n egész tevőleges szám; 
akkor itt azonnal látjuk, hogy dx-nek együtthatói az első 
két egészletben, a?-nek nem való tört függvényei, minek foly­
tán szabad lesz azokat egyszerű osztás által egyes tagokra 
bontani; s így álland :
ax',n—2 a-xn—3 3™n—4
a-\-bx b 62 b3 ó4 ^  b™(a-^ -bx) ’
mely egyenlet mindkét részét dx-e 1 szorozván és egészelvén, 
lesz :
CC*1 doc /77»u—1 /|2 i^U“ 2 /^ 3/v»n—3
a°x
Íxndx __ a-j-Ó£c axu a-xu a*x"nb (n— l)ó 2 “  (n—2) b3 (n— 3) b4
qU—1
p^ log{a+bx).
Hasonlóképen áll szintén :
xu __ícn“ 2 axn~A , a2«"-6 a3xn~s ,
a+6a>a“ "“ 6 6® ~ b 3 W ~+ ..........
mely osztásnál két eset fordúlhat elő, a mint t. i. n vagy pá­
ros , vagy páratlan szám ; az első esetben x nélkül lesz az 
osztás maradéka, a második esetben azonban az osztás ma­
radékában x is fordul e lő ; s így e következő alakú vég 
egészletekre jutunk :
az első esetben : 
a második esetben :
mely egészletek, mint látjuk, már az előbbiekből ismeretesek 
előttünk. így eljárván, e következő két egészletnek eredete 
világos lesz :
Í xGdx xb ax3 . a*x a3 1 xV^b.a +  bx*—  56”  3b*+ ~W ~ V3‘V ^ arC'tg'~ v lÍ+ C' éS
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Jxhdx x4 ax'2 . a'1 , ,a+ 6 Í Í =  4 6 — W+  W
vinni
Az utolsó két esetnek egészelését pedig úgy lehet véghez 
, ha cc = - tehát d x = — ^  tétetik, ennek folytán lesz :
Í dx _  f VíBn(a-f-Ó£c) j  a?
Í dx *
'xdu 
au-\-b ’
du
es
Íuai au^-^-b ’
mely alakok, mint látjuk, az előbbiekkel ugyanazok, egésze- 
lésok is tehát már elvégzettnek tekintendő. Jó lesz mindazon­
által ezen eseteket megvizsgálni, ha n—1, s áll :
C dx _  _  f  
jx{a+bx)~~ y ~ T \=  — -lo<7(aw-{-ó), au-\-b a ”
és u helyébe értékét visszahelyezvén, lesz :
dxí _  l l a+bxx(a-\-bx) a y x ő.
Hasonló módon lesz szintén
Í dx f  udu 1 , „xía+bx*)— J aw2+  <*°^aU ’
és u helyett értékét visszatéve, lesz :
í dx __ 1 a-\-bxl_1 xx{a-\-bxl) a °3 xa ~  a °3\ f  a+ i x<i~\~C>
s így ezen alakok is meghatározvák.
5.) (Háromszaku egészletek kifejtése.) Az eddig elő- 
rebocsátott egészletek mind kétszaku egészletek voltak, mi­
vel a külzelék együtthatója, akár mint szorzó, akár mint 
osztó fordult elő, mindig csak két tagból állt. Ezen kétszaku 
egészletek igen kényelmesen használhatók a háromszaku 
egészletek kifejtésére; ugyanis ha a 15) és 19) alatti képle­
tekben cc—|-ca iratik x helyébe, azután pedig rövidség okáért 
tétetik :
oa-|-ó2c * = a , 2ó2c2= /?  és ó2= y , miből :
c5=£ ,  é9 ^
2 r
b=zV1t
akkor ezeknek helyettesítése, e következő két egészletet adja
1 6 FELSŐBB MENNYISÉGTAN.
1). £
1
dx
-j- ßx-\~yxq 
dx
- arc.tg 2yx-\-ß
V'4ay—ß2 V 4ay— ß2
-f-C, és
1 _io(? yx + pJr 2^~yvr
Vy 9 2 VyV  a+ ßx+ y x 
mely utolsó egészlet azonban még így is írható :
dx
í ^ -
-—— log(2yx-\~ß+2Vry V a+ßx+yx*)-\-C,2.)_ , _________ -
—J—/3a?—í-yx2 V y
mivel az állandó mennyiséget úgy is hozzá kell tenni. Ezen 
egészletek elseje azonban csak azon esetre á ll, ha 4ay^>ß2, 
valamint ezen egészletek másodika csak akkor áll, ha y tevő­
leges , mert ellenkező esetben mind a kettő képzetessé válik, 
tehát nem használható.
Hogy tehát ezen kifejezések egészlete azon esetre is 
meghatároztassék, ha ß%^>4ay, és ha y nemleges : a 14) és 18) 
alatti mintákban x—c2 teendő x helyébe, azután pedig a 14) 
alatti egyenletbe rövidség okáért tenni kell :
a2—b2c*=at 2 b2c2=zß és óa= y ,  
következőleg :
y  • ßbz=zV y 0 ^ = — es a=z2y
miknek helyettesítése adja :
3.)
V  4uy-\-ß2
2V~y 1 
2 yx—ßdx 1~  ^ mr ii ii , ---------
-\-ßx—yx1 Vy V  4uy-\-ßt
■C,
mely egészlet már azon esetre áll, ha y nemleges. A 18) alatti 
mintába pedig tétessék :
ó2= —y, 2 b2c2—ß és aa—b2c*=af lesz:
í
bszVy,
minek helyettesítése által kapjuk : 
dx 2lVy
_^__ L  é 3 a - ^ ±
~  2r ,é a
a-\-ßx-\-yx2 2 V —yV'4ay—ß‘llo^Vß2—4ay f  , ß
2 V ~ Y y X^ 2 y J
EGÉSZLETÍ HÄNYLAT. 17
miből könnyű módon nyeretik :
dx 1 ß'*—4 ay—2yx—ßl) fi V p - U l UílV f ~ ^ y + 2 y x + ?  + C ’
mely egészlet, mint látjuk, azon esetre áll, ha \ay.
Hátra van még azon esetek tárgyalása, ha 4«j== j2 és 
7= 0 ; mivel az első esetben ß ~ 2VraVry) az illető egészlet 
még így is írható :
:
dx dx
\/^ aV^y-\~yxi t j ( a-\-x V  y)2*
mely kifejezést mint tudjuk, helyettesítés által lehet egészel- 
_ fa
ni, tévén t. i. y —z, lesz d x= ——z., s ennek folytán
Vy
C dx 1 Cdz 1 C — 1
1 > ------ t=c- ;=  —=. \ -77 — — _ & z~ íd z , avagy :} ( v 'a + x ls~ y  V yy  K ,J  « V
5.)Sndx ^ + c .c-j-xV^ y)~ V  \ - x ^ y)
Ha pedig az illető egészletben 7 = 0  tétetik, nyeretni fog :
G.)í dx _=V a-\-ßx P
mint az az előbbiekből már ismeretes előttünk :
G.) (Egészelés helyettesítés által.) Már az előbbiek­
ben volt alkalmunk látni, hogy minden helyettesítés egy új 
változónak bevezetésében áll, mi által az adott ismeretlen 
alakú egészlet, ismert alakra hozatík vissza, s így könnyen 
egészelhetö. Ezen eset fordul elő e következő háromszaku 
egészletekben is :
xdx  ^ xdx
J  aJrßxJr7x<1 ’ J  V «4-ßx-\-yx°- ’
mind a kettőt csak úgy lehet egészeim', ha az a?-el ellátott ta­
got a nevezőből eltüntetjük , mi végre e következő helyet­
tesítés szolgál :
D
x—z—~  , melynek oka az egyenletek elméletéből is­
meretes ; ennek folytán kapjuk :
32 32
yx'1= yz<i—ßz- \ , ßx=ßz——, és «=«,
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mely egyenletek összeadása által nyeretik :
1«+/s* + J ^ a==4:(4r*sa+4«y—f ) ,
minek folytán a fenebbi egészletek elseje ebbe menend át :
f  ■xdx _1
i */]
‘4;' ( Z _ 2r) d2
-\-ßx-\-yx'2 *1 4 y^z^-^Aay—ß‘2-re,
d z
AyW+Any—ß'1'
mely e következő két egészletre oszlik :
mely két egészlet nyilván előttünk már ismeretes alakkal 
bír, ugyanis 4yl=d>- és 4ay—ß2=:a- tévéü, álland :
, C zdz 0 r  dz 
4yJa*-f.6V  ' J  a t+ b W ’
ezek elsejére a 4 ik szám 21) alatti, másikára pedig ugyanazon 
szám 15) alatti képletet alkalmazván, nyeretni fog :
b így az adott egészlet, z-ben kifejezve, e következő leend:
i —j— ---- =  —log(4ay—ß--\-4 y-z-)~~Ja± ßx-\-yxn- 2y r ' 1 J
ß  2 YZ
— ------------- ----------arcig-
y V  4 a y ~ ß n- V 4  ay— ß1
ha pedig cc-ben kifejezett érték tétetik z helyébe, lesz : 
xdx 1
mely egészletnek első megtekintéséből azonban látjuk, hogy 
ez csak azon esetre áll, ha 4ay^>ßl, ellenkező esetben ennek 
utolsó tagja képzetessé válik ; hogy tehát ezen ellenkező eset 
is kellőleg tárgyaltassék, azon egészletet, melyből az említett 
utolsó tag nyeretett, még így is keilend írni :
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-2^ 4 rV + 4 « y — j (Í2/92— 4«y—-4y22:2 ’4/í22-(-4«j/
melynek egészlete, a 18) alatti minta szerint ez
2/9 í - —  _  _____  __ _______ I
J P —4ay—4y*z* 2yV'ß*— 4ay V ^ » - 4 ay—2yz'
azon esetre tehát, ha ß'1^ 4ay) a kérdéses egészlet leend :
a) j ^ (“+^+^)+277fcrr
% ^ £ = á 2 ± 2í í± ' s +c.
V^* ;92—4«y—2ya:—/5
Ha pedig végre még azon eset is tekintetbe vétetik, ha 4uy— ß<t, 
tehát ß—2V/"«J/"y, akkor az adott egészlet így álland :
1* xdx _ 1* xdx í*
J a + ß x + y x ^  J a_|_2*/ «  K y-fya>2~  J
xdx
(V a-j-ícV  ^y)
melyek egészlete helyettesítés által nyeretik, és e kővetkező :
j + c-
Következik most a második egészletnek meghatározása,
azaz
1 ccdűcV" «-J-/3a?-J-ya;2
akkor, ha itt is az előbbi esetnek megfelelő helyettesítés vi­
tetik véghez, ezen egészlet e következő kettőre menend át :
í xdx
^ r j l
:2z;f-— —J K 4«)—^-)P + i f
dz
V4ay— /J«-J-4y2a*J 
mely két egészlet megint ismeretes alakkal bír, még pedig az 
első helyettesítés által egészeltetvén, nyerni fogjuk :
zdz 12 V i :K4«;---/92+ 4 y V ,1^  4ay—/92-|-'iy2z2 2 /  y
a második egészletre pedig a 4-ik szám 19) alatti mintát al­
kalmazván lesz : 
ß í* dzíy j V 4 ay—/92-|—4y2z2 - Z o $ (2 yz-}-4«y  — /92-|-4y2í?a),
2 *
2 0 FELSŐBB MENNYISÉGTAN.
mikben ha a>ben kifejezett érték tétetik z helyébe, nyeretni
fog :
xdx 1 , —----- j----5 3: — /  a-j-ßx+yx4------- -9)íV a ßx-^-yx*1 7 2 y V r
log(2yx-\-ß-\-2Vr yV  a-\-ßx-\-yx^)-\-C.
Látjuk azonban, hogy ezen egészlet csak azon esetre használ­
ható, ba y tevőleges szám, ellenkező esetben a második tag 
képzetessé válik; hogy tehát ezen esetre nézve is a megfele­
lő egészlet felállítassék, vegyük tárgyalás alá e kővetkező 
egészletet :
xdxJ,V  a-\-ßx—yx* 
melynek meghatározására tétessék :
x= z-\-^-, leend t i ^ ß x ^ y x <1==^(4ay-\-ß-—4y,iz-))
miknek helyettesítése által kapjuk : 
xdx _2Vr~hV  n-\-ßx— yx1
ß
í zdz---
L f . ___________
V r j  4 ,V
s mivel mind a kettő ismert alakú egészlet, állni fog: 
zdz 1
V 4ccy-\-ß<1—4yQzu 
dz
2 V íV  Aay+ß'— Ay'z* 2 yV y
dz 3
4ay-\-ß‘1—4yV4, és
arc.sin- 2yzJ . .C .  _ _ .................  .........  ............
/  y j 4ny-\-ß~—4y"z- 2yV  ^y V4ay-\-fíl
mely értékek ha összeadatnak, egyszersmind pedig jc-ben ki­
fejezett érték tétetik z helyébe, nyeretni fog :
xdx 1 . . -r—10 . ) JV u-\-ßx— y; ■= —■ -  V u-\-ßx—yx<2-\-
ß . 2yx— ß-arcain— -J-G.
2 yV  y V  4 ay+ß*
Hogy pedig az itten előforduló arc.sin, arc.tg re változtassék 
át, czélszerü lesz e következő képletnek alk dmazása :
u . . 2yx—ßarc.sinu=arc.tg --- —, hol ----tétetvén, lesz:
V l  V\uy-\-ß°-
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11.) í xdx 1V  a-\-ßx—yx"2 
arc.tg.-
--- - V «-\yßx—yx''-\- ■—— _
2yx—ß
-C,
2VryVr a-\-ßx—yx- 
mely egészlet a kérdéses esetnek megfelel.
Ha végre ; = 0 , akkor egészletíink e következőbe 
megy át :
xdx1yf  u-\-ßx
melynek egészelése végett tétessék : a lesz x = u--
tebát dx~ - U(^ U, s ezeknek helyettesítése adandja :
12.) S-. xdx =  — (/te—2«) ^ « + (3  x+C.V a-\-ßx áP
7.) (Némely egészletek meghatározása, leliozás út­
ján.) Ha a 4-ik szám 15) és 18) alatti.képleteit összeadjuk és 
egymásból kivonjuk, akkor a kellő mütétclek végbevitele 
után, e következő két egészletet fogjuk nyerni :
. f  dx 1 r  VaAy-bx , óa3~|10 J J+ °
1 T t bx , . n
^ l h s^ 7 ^ T arc,,J- J + c -2.) í x-dx ,*-.b*x*~~ 2ab
Ha az 5-ik szám 2), 3) és 6) alatti egyenleteiben < r ú
dxtétetik x helyébe, mely esetben — lesz teendő dx helyébe, az
után pedig az «, ß és y mennyiségek rendszerint y,—ß és «-val 
felcscréltetnck : akkor kevés rövidítések megtörténtével, nye- 
retni fog e következő három új egészlet:
dx 1 . ßx—2«_____________ __ __ dVCSZZl-----■ ■■■--
x V —a-\-ßx-\-yxl V  a xl^4ay-\-ß-
3.) í -c.
dx
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5.) í. dx 2 V ßx-fa x* K -x V  ftx-\-yx2 ft x
Továbbá az előttünk álló 3) és 4) alatti képletekben 
(l-j-ic)-t írván ír helyébe, az után a BJképletben (—«'-}-/?'—y’)4 
« helyébe, (ß'—2y')-t ft helyébe, és y'-et y helyébe, a 4) kép­
letben pedig («'— ft'-\~y') « helyébe tétetvén, nyeretni fog e kö­
vetkező két egészlet :
dx
60
1
í;(l-\-x )V  ct/-\-ß'x-\-y'x<1
A— Cx , „- arc.sm— :—:— ---- \-(,}
V  v ß'2—4 a'y'
a hol rövidség okáért tétetett :
—a-\~ß'—y' — v} 2a'—ß'=A, és 2y‘—ft'— C, továbbá :
dx
7-) I
i 7 A—Cx-—2V —v~\Aai-\-ß'x-\-y'x<i ( n -Log «'ő.y ~ y
A 6) alatti egészlet még úgy is elő állítható, hogy arc.sin 
helyébe arc.tg hozatik be. még pedig e képlet szerint :
uarc.smu — arc.tg.
hol ha u—- A — Cx
(14-íc)K^2~ 4 « y
V l — un- 
tétetik, nyeretni fog : 
A— Cx
y i —ic 2yvya '-^ ft'x -^y 'x*  ’ 
minek helyettesítése által kapjuk :
dx
S í8.) . , ___________(^ 1—|—cc) y  a'-j-ß'x-f-y'x-
! , A— Cx——-arc.tq — __-  - 6.
y  v 2 y  v y  a'-^-ß'x-^-y'x7.
bxEzen eljárást folytatván, a 7) és 8) alatti képletekben — té­
tessék x helyébe , lesz dx annyi mint —~ ; azután pedig
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^5 a' helyébe, ^  ß‘ helyébe, és ^  y' helyébe tétetvén, nye- 
retni fog :
9.) íi dx(<a-\-bx)Vr a-]~ßx-\-yx<1
1 J A — Cx , ^ ,— arc.tq.— „ -4-G. es
V  v 2V^ul^ cc-\-ßx-{-yx*
dx
10.) í( i-\-bx) V  a - ßx-\- yx2
1 , A —Cx—2Vé —v \í a-\-ßx-\-yx'1
7 = 1 « --------------- s + t e ---------------’
hol rövidség okáért tétetett :
2 ab—ßu=A, 2 ya—ßb~C, és — ab--\-ßab—ycil=V\ 
ezen képletek egyike tehát akkor alkalmazható, ha v tevőle­
ges, másika pedig akkor, ha v nemleges.
Ha az utolsó két egészletben /S=0 tétetik, mely esetben 
lesz : A=2ab, C=2ya, és v=z—-ab'l—~ya<lt mit — e-nek 
nevezvén, e következő két új egészlet jövend létre :
no f------£ = =
J  (a-\-bx)V^a-j-ycc2
1 ab— yax . _ ,~ —arc.tg.— =  — és 
V — V V  —v V a-\-yxl
12.) í dx(a-\-bx)V a-\-yx2
ab—yax — v a-4-y;
’-Jog— ■C;V v a-\-bx
e képletekben pedig —íc-et Írván x helyébe, tehát -—eke-et dx 
helyébe, nyeretni fog :
dx
i3.; h=
i
bx) a-\~yx~ 
ab-\-yax
—  a r c . t g —  ---- -
V — V V — v V  a-j-y£C2
dx
=5+C> é5
14., . . , _____
bx) V  a-^yx-
1 ab-\-yax
log--------------- í--------------r-C.V  v a—bx
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Továbbá a l l )  és 13) alatti képleteket összeadván, lesz :
r  d x _______
J  (a~—bn-x'l)\/ra-^-yx*
1 r  ab—yax ab-\-yax ~i—— I arcig— -----— arcig.— I :
2 a \^—uL V —v\fa-^-yx" V —vV^a-\-yx"-J
mely kifejezésnek rövidítésére jó leend, az itt előforduló ar 
tg-sek különbségét egybe-vonni, mi végre tétessék :
arctym=cf>, arctgn=xf>, lesz arctgm—arctgn=cp— ; 
mivel pedig áll :
, \ tgq—tgifj m—n , .. ,,tg(cr—ip)— ~ -----— =  —;------, kovetkezoleg:1+tgcptgip 1 -\-mn h
arcig m—arcig ti— arcig.
itt pedig :
i - b
ab—yax , ab-\-yax__  ____ __yyi £g • — 1 ----- — Yl
—vVa-^y-yx* ’ V  — vV a-y-yx"1
tétetvén, nyeretni fog :
ab—yax a r c i g ___ ab-i-yax_______ —arcig. , ___  * =
— vi f  a-\-yxl V —üV a-\-yx<l
arcig
s ennek folytán lesz : 
15.)
1
2 axV — v V^a-^-yx- 
aa"-\-(ab'1\-'2y(il')x‘11
dxí(rt4—b'íx l')Vr a-j-yx"
______  . 2axV —v V «4-ycc2 . _
2aV ~ o arC' 9'aa*+(*b*-f 2 ^ ) ^ + 6'
Ezen arcig, azonban még tovább is rövidíthető; tudván t. 
azt, hogy :
tg2nr. 2tgm lesz : 2ni=areig. 2tym1—tg-m’ "J \ — tgr>-m}
s tévén tgmzzzu, tehát m—arcigu, lesz még :
2 u
1 — id
o 411iarcigu=zarc.tg------2,
i i x V ~ v  . .hol ii—---- — tetetvén, nyeretni fog :
aVr «-[-yx1
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2a 2 a x v —vV^
1—ul aar-\-{abl-\-2yn'l) x l ’
s ennek folytán állni fog szinte :
1G.)
1
í d x(a2 — b -x -)  a -\~ yxn-
u V ~ V arc.tg. v K -aV' a-\-yxl
Ha most a 12 és 14) alatti képleteket összeadjuk, lesz :
i7.) r— dx - -  - ==J  (a2—b-íc2)V^a-\-yx"
(ab—yax—V v V  n-\-yx'l)(a—bx)1 -loy ■C;
2aV r v (ab-]—ya x — V v V  a - \-y x * )(a -\-b x )
ebben az egyenletben pedig — 6-t tévén b helyébe, és az így 
nyert egyenletet a 17) egyenlethez adván, nyeretni fog :
d x
18.) í(a2—b^x^V  a-\-yx-
dogaa'1- \ - B x <1 - \-2 a x  V  v V  a - \-y x -
v aci’1-\-Bx'1—2axVr vV  a-j-ycc2
hol B —abn~—2ya-. Ezen utolsó egészlet még rövidebb alak­
ban előállítható, ha észreveszszük, hogy áll :
aa<1-\-Bx<i-\-2oxV^vV a-^-yx^zzz^xV^ v-^-aV^a-j-ya?2)2, és 
aa2-\-Bx<1—2axX/r vX^ a-j-ycc2=(a?V^v—a V  a-j-y£C4)!i 
mert ennek helyettesítése e következő kifejezésre vezet :
dx
19.) f(a2—b2x l) X^  a-j-ycc2
— — — I n n ^ v ~\~a ^/ra~\~Yx<1 I f i  
2(iX/^v ^xV^ v —aX^ «-j-ycc2
Ha a 16) alatti képletben először a, azután pedig y nemle­
gesnek vétetik, e következő két képlet fog nyeretni :
).) ( -------  dX20
--- =a rc tg—
al^V <?-
-b'1x <í)X^—a-\-yx* 
xXf v'
■ —Pc-j—yc
C, és
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21.)
iV-
-arcig-
dx
h'lxri)Vr a—yx1 
xV  — v‘
V' a—y; C,
hol v'—ab'1—ya"} és — o-nek előbbi értékéből az által ered, 
hogy a nemlegesnek vétetik; ha pedig y nemlegessé válik, akkor 
yn-—ab"=z—v' fog nyeretni.
Hasonló módon pedig a 19) alatti képletben először a 
azután y nemlegesnek vétetvén, e következő két képlet cre- 
dend :
í* dx22.)
-ó2#2) ^  — a-\-yx'2
1 , xV^—v'A~aV  —«-I—ra?2 , „ ,,  r Ion— ..........■'= — \-C, cs
2 a V —v x ^  —v‘—a V —a-\-yx-
■
dx23.) . ^____ ..
(cA—ó2#2)!^ «—yx1
1 . xV^v'A-aVa—rá;2 , „:— L -i -C.
2aV  v ',V~ v‘ -  a V  fi—yxJ
Ha a 16), 20) és 21), azután pedig a 19), 22) és 23) 
alatti képletekben b V —1 tétetik b helyébe, akkor e követ­
kező hat új egészletre fogunk jutni :
dx 1 xV v'=  ——^  arc.tg-
25)fc 
í 
í 
í
Ar.
(fit*2—{— «-[-/a?2 aV^ v'
dx
26)
27)
28)
2-|-b'lx (l')Vr a—yx1
dx
1=  — arc.tg
«-j-JÍC2 
xV^ v
■c.
V v  aV Cl — y;
+ c .
—y= .arcjg-
—v
(a2-f-ó2a;-) —«-[~)íc2 adf— v a ) f—ri- -^yx'1
',1^ —v'-haV adry,dx
, S = l°9
-c.
;+G(a2-(-ó2íc2)V/r«+^a;2 2aVr—v' ' xV"— v'—al^a-
dx __ 1 xV —vr\-gVa-yx'1
(a2-j-ó2íc2)]^ a —yx1 2aV —v x ^ —v—a V  a—yxl
dx __ 1 lfíf x V —a+yx'1  ^ ^
(a2-j-ó2£e2)]/'—aJ\-yxn- 2 a ^  v x V  v—a V  _«_j_}^ 2
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A 19) és 24) alatti egyenletek összeadása és kivonása 
által, e következő két új egészletet fogjuk kapni ;
í* dx _ 1 x V  v-\-aV a-\-yx'1
J  (a1- -  °<J~
30)
-b*x*)V a-j—/cc2 4a3V^ ü cck^r—a^a-\-yx2
+C-
31)
•i (a4—
2 a3 v 
x*dx
1 ceV^  v'
-arc.tg
[V a-\-yx*
1 . ccV''" r-j-ak^ a 4-; a:2----—-------- -log---- =-1...... ... -
ó4x^V^a-\-yx* 4á b - V v x \^ v —aV a-\-yx*
1 xV v-p=arc.tg -C.
2 ati1^  v' ’’a /
Továbbá, a 23) és 25) alatti képletek összeadása és ki­
vonása által nyeretni fog e kővetkező két cgészlet :
dx32)
,j (a4—
1 , x— log V u'-J-al/ a—jXl ^
ó4a?4)V^«—yx1 4a3 v‘ x V ’v'—a V"«—yx1
C,
1 xV  V~arc. tg-
2a3V*v a V a —yx2
4 = x2dx _ 1 x V  v‘-\-aV^ a—yx1(a4—blx l)V  a—yx* 4 ab2\^ v' xV^v'—aV^ a—yx9
1 : arc. tg ilS v ■C.
2 ab*^ v a V a —yx2
Végre a 20) és 26) alatti képletek összeadása és kivo­
nása által kapjuk :
dx34)
35)
\  (a*-l
1 , x V  v-\-a\f -u-lr-yx*-log-
ft4«?4)]/^—a-\-yx* 4a3J^u xV^v—aVr—a-j-yx*
1 , x V v ‘ , „----- — arc.tg---- = = = = =  4-6.
2a3\^ v" a V —cc-j-yx*
Í x*dx 1 7 x. . .  ~ : = 7 ^ V  V—o Y —a-\-yx'1 | (a4—ó4# 4) \í - ocJf-yx* 4ab*V"v x^V^ v-^ -aV^ —a-\-)x*
1 x V  v‘arc. tg- -C.
2 ab*V  ^v' *aV —
Mind a hat most lehozott képlet azonban csak azon esetre 
használható, ha v' tevőleges mennyiség, azaz ha ab^^ya*. 
Az ellenkező esetben, ha t. i. ya^'^ub*, v' mennyiség tehát
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nemleges, akkor az ezen esetnek megfelelő képletek e kö­
vetkező módon nyerhetők :
A 19) és 27) alatti képletek adassanak össze és vonas­
sanak ki egymásból, akkor e következő két egyenletet fogjuk 
kapni:
dx 1 7 xV^ v-X-aV  ^u-\-yx'1 ,
- = ------- -íoq— — --------. — +
M  a  „ a i / * . .  °  -  •  r  '  r361 í(a4— b^x^V  a-\-yx<1 4a3V^u x\^  v— aV  ^a~\-yx'1
1 , x V — v/-\-aVrci-\-yx‘ , ~----- - - — log---- ------ -------------- —|—C,
4 a 3K — v' xVr — v‘— a \  a - f - j íc 2
. x°-dx _ 1 j xV v-\-a V a -\-yx- ,
) J  (a*—b*x*VaA- y x ~ 4 °9' ' ‘ 1iJrrs
1 dog
ab-V V ' x V v  — a\/ nd^-yx1
£Cl:V — u'-j-aV^a-\-(X" , r,
~V7=.-----77~ ,4 ob-V^— v‘ ‘ xVr — v‘— á\fct-\-yxl 
A 21) és 25) alatti képletek összeadása és kivonása által pe­
dig, e következő egészletek nyeretnek :
38) í dx arctg- :V-(a4—&4íc4) V" a—yx2 2«3V^ —v‘ aV^a —; +
39)
2(i3y^v
dx
arcig xV  ^v
aVr a— yx*
1
+C-
arctg-
xV  — v'
{cd—ó4»4) ^ « —yx2 2 ab1^ —v' aV^a—)yx-
-arcig- xV^ v
a V  a— yx1
-c.
2«ó2VA v
Végre a 22) és 29) alatti egyenletek összeadása Ö3 kivonása 
e következő egyenleteket adja :
dx40) ( -J {cd
4 a*V
— ó 4£c4)V ^ — a-\-yx~
7 *}0(J-
1 , xV^—v'-j-aV^—a-\-yx2 ^
xV^—v‘—a V —ci-\-yx‘-v
log^ v ^ y _ = ^ ± i £ + G
4 a*Vrv x]S v— a\^ — a-\-yx-
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41) C= xddx
1
b^x*)^—a-^-yx'1
í xdog
V  —v'-\-aV—«-}-yx1 ^
4 ab’lV —v' x V —v'—a V —n-\-yx-
1 xV v—a / -  «-f-rcc2 n-------r^loq— —------- = = = .  -4-C.
4ab-V^v xV  v-\-aV^—a-j-y£Ca
OKSZERŰTLEN FÜGGVÉNYEK EGESZELESE.
8.J Már az előbbiekben megemlítetett, hogy okszerűtlen 
külzeléki függvények alatt azokat kell érteni, melyekben el 
nem tüntethető győkmennyiség fordul elő. Csak kevés oksze­
rűtlen függvény létezik, melyeknek egészlete zárt alakban 
meghatározható, mivel nem minden adott okszerűtlen függvény 
nyeretett külzelés által. Már e következő egészletet megte­
kintvén :
4_________ Xdx__________
{A-\-Bx-\-Cx'l-\-Dx3-\-Ex3)  ^’ 
látjuk, hogy ennek egészelése nem csekély nehézségekkel jár, 
ámbár benne csak a második gyök fordul elő, X  alatt cc-nek 
valamely függvényét értvén. Itt tehát csak a legkönnyebb 
eseteket fogjuk tárgyalni, melyek vagy okszerűvé tétetnek ; 
vagy ismert alakokra visszahozatnak. E következő esetek 
tárgyalásából az itten követendő eljárás világos lesz :
(1-sö eset.) Meghatározandó legyen e következő egészlet : 
x^dxS V a+ bt akkor itt teendő
V  a-\-bx=z avagy a-\-bx=zl , következőleg:
, 2 zdz , 22—ad x = —z— , es xzzz.—-— b b
minek helyettesítése adja :
(a*—a)«á«=^  ^  z*dz— ~  j  z?dz-\?^ í  dz 
2 25 4azH . 2 adz
“ öV*-  3P  “• ~ W  ’
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íc-nek függvényében tehát leend :
Í x*dx 2 . . 5 4a . . * , 2a2,7 ^ g = 5 4 i ( “+ te) i - 3 r > + te ), +-6ä-(“+ ^ ) ’+ ^
ez esetben tehát látjuk, hogy a fen tett helyettesítés által, az 
adott egészletbol az okszerütlenség eltüntetett.
— • ...»
X V a + b  x
akkor ugyanazon helyettesítést használván, mint az előbbi 
esetben, ezen egészlet e következőbe megy át :
r  dx r  dz
J  xV n-\-bx  J  2~ a
mely már ismert alak, mert ha dz-nek szorzóját így Írjuk :
------------------—, és azt részlet-törtekre bontjuk, vagy ha
(z-\-V a)(z—V a)
ik, reá a 18) alatti képletet alkalmazzuk, lesz :
_  z —  V  a
aJ  z-—a Y  l
és a?-nek függvényében :
dxí 1 , V a + b  —  — -log— i—
z - \- \r  a 
x— V a
+ CxV a-\-bx  V  a  ' V  a  ■ H  X
Hasonló módon járván el e következő hasonló egészlettel is :
1 dxlV  a-\-bc
e következő okszerű egészlet fog nyeretni : 
2 - dzí<(z2—a)2 1
melynek egészelését később fogjuk látni.
(3-ik^eset.) Ha f*zen már tárgyalt egészlet adatnék : 
dxS V " a-j-óűc2
akkor az okszerűvé tétetik, e következő helyettesítés által : 
V a-f bx*=z—x V l ,  minek folytán nyeretik :
(  d x  -  l o g ( x V b ±  V a + b x * ) + C .
J  v a + b x l V b
(4-ik eset.) Meghatározandó legyen e következő egészlet:
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! dxVa-\-bx-\-cx- ’
akkor itt, az okszerütlenség eltüntetése végett, e következő 
helyettesítés használandó :
V"a-\-bx-\-cxl -=.t — x Ve, s lesz : 
a-\-bx-\-cx'1=t'í—2txVc-\-cx<l, miből :
-Q j
x —- ------- — , következőleg;:
b+ 2tV c  6
7 2dt(t<1Vc-\-bt-\-a Vc)dx— — -—————------- , továbbá :
(ó-f2ít/ c)2
t= xV c-\-V  a-\-bx-\-cx-, végre :
^  b+ 2tVc
mind ezeknek helyettesítése pedig adja :
íi dx í. 2dtV  a-\-bx-\-cx'1 j  b-\-2tVc ' 
mely egészlet már ismeretes előttünk, áll ugyanis :
f 2dt ~-log(b-\-2t V c),b+ 2tVc Ve
és t helyett cc-ben kifejezett értéket tévén, lesz :
I'* dx A - _________—  -  -  -  ■ —  — -log{J)-\-2cx-\-2V e V  a - |-bx-\- ex
I r Cl J b  — C X “ r  0
mint ez fen már meg volt találva.
Kissé máskép kell eljárni, ha e következő egészletuek 
meghatározásáról volna szó :
dxVa-\-bx—ca?2 ’
ez esetben t. i. teendő :
Va-\-bx—cx^— x t— V a , tehát :
b—cx— x t2— y  a } miből :
b-\-2tV a , 7 2dt(cVa—bt—t-V a )r——!--------- <lxz=z-
t2-|“í y + c ) *
eV  a—bt—tqV  a
, továbbá:
, végre :v  a~\~ bx— ex'1—
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V  a-\-V  a-\-bx—ca?2
mind ezeknek helyettesítése pedig adja :
dx „ f* dt 2É* dx __ 2 Í* ^  _
J  yf a-\~bx—ca?2 tj í 2-|-c
és t helyébe értékét viszahelyezve, lesz :
dx
x r T TC,gV 7 '
J 2  a-\-bx—ex2- 7= arctq----- !------ ------------- \~C.V c xV cV a+ b  x —caj2 
(5 ik eset.) Adva van e következő egészlet :
L  J  T a+ ^3 V  «+(»*’
melyet okszerűvé lehet tenni e következő helyettesítés által :
a-\-bx atn—a . ,■=í, lesz: sc=,— - , tehát:’ 6—/?ín ’a-\~ßx
j _xta Adt(ab—aß)
r x~~ {b—ßry- 1 
minek helyettesítése által kapjuk :
í  I í  a-\-bx , 7 . f  t n.dt
J V «+/** .)(i-ßl")“
mely alak, minthogy már okszerű, könnyen egészülhető. Ha 
például n= 2 tétetik, lesz :
§ dx\ / ^ ;
!-j-be z2(cd)—aß) C t*.dtaß-ßx
melynek egészelését később fogjuk látni.
(6-ík eset.) Meghatározandó e következő egészlet:
íxm~ldx(a-\-bxT')r ,
hol - való törtnek tekintendő. Ezen egészlet több de nem r
minden esetben okszerűvé tehető, mely esetek megvizsgálására 
tétessék :
a-j-Ó£cn= z r , lesz: x= z^— következőleg: 
dx— —^zT~ ^ n -1, miknek helyettesítése adja :
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« .)  j  xm~1.dx(a-\-bxxl) i =  ~  j  zv+l—xdz n ;
mely kifejezés figyelmes megtekintéséből látjuk, hogy az ok-
7YIszerűvé válik azon esetre, ha — egész szám. Még egy eset
van azonban, melyben az adott egészlet okszerűvé tehető, 
ugyanis ezen egészletet még így is szabad írni :
4 , nr— 1 p
dx.xm^ l> (b-\-aX ~ n )r ,í
ezen egészlet pedig, az épen elörebocsátott eset szerint, ok-
nrm-4 -
1 79 Dl Pszerűvé válik akkor, h a ---- — = —}--- egész szám. Legyen
adva például :
J* x AdxV^ a4—cc2,
akkor ezt a fenebbi a) egyenlettel összehasonlítván, áll : 
m—1~3. tehát m—4:, a—a-, b— —1, n=2, p — 1 és r=.2 
következőleg :
^ x 3d x V a 2— X - —  ~  ( a 1— x a) § — a 2— X ‘ )^ - \~ C .
(7-ik eset.) Adva legyen e következő okszerűtlen egészlet 
dxíiV 2 ax—aj2
akkor ez ugyan nem tehető okszerűvé, de ismert alakra hoz­
ható; ezt t. i. még így is szabad írni :
C- dx
#) 2ax -  a?2 ^  V a2—(a—cc) ’4
hol a—x—u tétetvén, leend : dx— ~ du} következőleg :
_  f  du
J  V  dl—i
dx
í dxV a 2— (a — cc)2
és ce-nek függvényében : 
dx
uzarc.cos- ,
í a—x .zarc.cos-------LC.V  2ax—cc2
(8 -ik eset.) Meghatározandó e következő egészlet
í dx\d bx-\-cx~
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akkor ezt még így is szabad írni : —
1 : » *
dx
X q-\~ IKX
, ka t. i.
-— a, s ennek folytán álland szinte :
itt pedig a?-j--=M tétetvén, lesz dx=zdu, következőleg:
cc-nek függvényében tehát :
Í T é j ^ r  t í '»í '2“ + ‘ + ^ ^ ) + c ,
mely alkalommal — log2c mint állandó mennyiség kiha­
jt c
gyatott.
(9-ik eset.) Határoztassék meg e következő egéazlet :
C dx 
J  (c—J—c?£c) Va-\-bx '
az okszerütlenség eltüntetése végett czélszerü leend tenni: 
a-^bx— u1, lesz # = -■ -— és d x = f tehát :
hol u xb c—ac/, s mivel ennek egészlete =  ~nrc.tg .~^:) lesz :
K« K «'
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C dx _  -
J  fs—J—c?cc) Va-\-bx 2 (7,V be—ad V be—ad
mely egészlet azonban csak azon esetre áll, ha bc^>ad, ellen­
kező esetben az képzetessé válik. Hogy tehát ezen esetre néz­
ve is a kérdéses egészlet állítassék elő, a fennebbi kifejezés 
még így is írható :
dx „ C du
hol a'=ad-
f. _  9  (c-\-dx)V a-\-b x) 
be, ennek egészlete pedig e következő :
. 9  C du _ 
J  a —w2
1 V  cc‘-\-u
V a V a — u
cc-nek függgvényében tehát : 
dx 1S 7 Vad—be—V  a-\-bx . _(c-\-dx)V a-\-bx V ad—be ’ Vad—bc-\-V a-\-bx
OKSZERŰ VALÓ TÖRT FÜGGVÉNYEK SZÉT­
BONTÁSA RÉSZLET-TÖRTEIKRE.
9.) (Általános észrevétel.) Nem gyéren fordul elő oly- 
féle külzeléki függvények cgészelése, melyekben a változó 
külzclékének együtthatója egy okszerű való tört függvény, 
mely alatt olyat kell érteni, melyben a változó legnagyobb 
kitevője a számlálóban minden esetre kisebb, ugyanazon vál­
tozó legnagyobb kitevőjénél a nevezőben. Ily féle egészletek 
általános alakja tehát ez :
Í*F(x)  ^axa-\r bxn~x-^-cxa~2-|- . - • • • -\-lx-\-mAx™+Bx™-'-\-Cx™->+. . . 4 -Lx+ M  AX’ 
hol tehát m^>n és aj-nek kitevői mind egész számok. Ha e ki­
fejezésben m =2 } tehát n egységnél nem nagyobb: akkor a 
nevezőben előforduló sokszak, másod fokú függvénynek ne­
veztetik, milyenek egészelését már az előbbiekben láttuk. 
Itt tehát csak azon esetekről lesz szó, ha a nevezőben elő­
forduló sokszak magasb fokú függvényt állít elő; ez esetben 
pedig az egészelés másképen nem vihető véghez, mint csak 
úgy, ha az említett nevező, mint magasb fokú függvény, egy-
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szerű szorzóira bontatik szét, mely szorzók mindegyikében 
tehát, a változó csak az első hatványon fordul elő, mert ennek 
megtörténte után, lehetséges lesz , az így nyert tört függvényt 
annyi részlet-törtekre bontani, a hány egyszerű szorzó fordul 
elő a nevezőben, mi által,mint könnyű belátni, az adott függ­
vény egészelése már lehetségessé vált. Itt azonban okvetlen 
szükséges, hogy valósak legyenek mind azon egyszerű szor­
zók, melyekre a nevező szétbontatott; mert képzetes szorzók, 
minthogy képzetes egészletre is vezetnek, nem használhatók, 
és ha olyanok fordúlnának elő, akkor tudjuk, hogy azok csak 
páronként fordulhatnak elő, és hogy a szorzók ily képzetes 
párjának szorzata, mindig egy valós másod fokú szorzat. Ez 
esetben tehát az adott tört függvény, oly részlet törtekre leend 
bontandó, melyeknek nevezői, másod fokú függvények. Itt te­
hát legelőször az első eset leend megvizsgálandó, minek lé­
nyege e következő :
Five)10.) A szétbontandó függvény legyen — hol tehát
j ( x)
f ( x ) magasb fokú mint F(x)} minthogy ellenkező esetben egy­
szerű osztás által lehetséges volna, az egészeket az adott függ­
vénytől elválasztani, és a maradék nyilván egy okszerű való 
tört függvény lenne, melynek szétbontása előveendő. Vegyük 
föl továbbá, hogy f(x )  nevező az (x—a) alakú egyszerű szorzót 
m-szer foglalja magában, a többi nem egyenlő szorzók szor­
zata pedig f'(x )  által jelöltessék ki; akkor nyilván állnia kell 
e következő egyenletnek :
f( x )—(x~ a )m. f  {x).
Ha már most A alatt egy állandó számot értünk, helyesnek 
keilend lenni e következő kifejezésnek :
F ( x )^  A  F j x y - A f
(x—a)m.f'(x) (x —a)m ' (x—a)mf'(x ) ’
miről meg lehet győződni, ha a jobb oldalon levő két tagot 
közös nevezőre hozzuk. Ha már most azt akarnók, hogy 
ezen egyenlet jobb része második tagjának nevezőjében (x —a) 
szorzó csak az (m—l)-ik hatványon forduljon elő, akkor a 
F(x)—A f‘{x) számlálónak (x—a)-val maradék nélkül osztha­
tónak kell lenni, azaz, ha benne x=sa tétetik, F(a)—Af'(a)~ 
nak elenyészőnek keilend lenni, mi állván, nyeretik :
/
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a - M .
/ ( « ) ’ ^
miből látjuk, hogy .4-nak állandó számnak kell lenni, még 
pedig véges számnak, mivel /'(a) nem lehet elenyésző. Ha 
tehát F'(x) azon hányados, mely ered, ha F(x)—A f(x )  függ­
vényt (x—a)-val elosztjuk, állni fog :
F(xJ—A f\x )— (x—a)F(x),
s ennek folytán helyes lesz még e következő egyenlet is : 
F(x)_ A j F'(x)
V f(x )  (x —a ( x —a)m~lf'(x )  ’
miből tehát látjuk, hogy ha f ( x ) ~ 0  egyenlet m-szeres x —a 
gyökkel bír, úgy hogyf(x )= (x —a)mf'(x), akkor az adott tört 
F(x)
/(*)
függvény mindig azon alakú két törtre bontható, milyent
a 2 ) alatti egyenletben találtunk, melyben A állandónak érté­
ke által adatik.
/(« )
Ugyanazon tétel nyilván az okszerű F(x)(x—a)m~lf ( x )
törtre is leend alkalmazható, s így ez szintén e következő 
két törtre bontható :
A' F"(x)
(x—a) m_1 (a?—a)m~2f ( x ) ’
hol F"(x) megint egy egész okszerű függvény, A' pedig egy
F \a)állandó, melynek értéke, mint előbb,
/(« )
által van adva.
Ezen okoskodást folytatván, könnyű belátni, hogy
F '\x )
(x~ a )m~‘sf'(x)
függvény megint e következő alakú két részre bontható :
A" , F"'(x)
(aT—a) Da~ 2 . . s. í. t.(cc—a)m~3f \ x )
Ha tehát ezen értékeket egymásba helyettesítjük, e követ­
kező általános szétbontási egyenlet fog nyeretni :
T»)_ m  _  A , A' . A"
f(x) {x—a)ra/'(íc) {x—a)m {x—a)x 
A™-1 . F m(x) 
x —ci /'(se) ’
(x—a)r
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hol tehát A , A', A ' ........... /lm_1 mind állandó mennyiségek,
F'°(x) pedig a?-nek egész okszerű függvénye. Azon eset­
re, ha f '(x )  állandó szám volna, akkor F n,(x) egész ok­
szerű függvény leend , s így F(x)
A x )
tö rt, bizonyos számú
részlet-tö:tekre és egy egész függvényre lenne bontható, mi 
annak a jele, hogy az adott tört nem való tört függvény.
Feltévén továbbá, hogy az adott tört függvénynek ne­
vezője még az (x —b) szorzót is n-szer foglalja magában, az­
az, hogy f(x)= .0  egyenletben az x= b  gyök íi-szer fordul elő, 
akkor nyilván állnia kell :
f ( x ) = ( x —b)nf “(x),
hol tehát f" (x )  az (x—b) szorzót többé nem foglalja magában. 
Fm(x)Ez által a fenebbi —yy—- tört, c következő alakot Ölti :
/'(*)
Fm(x)_ Fm(x) _ B  . B \ ^  i
f \ x )  (x - b)nf \ x ) (x — b)n ‘ (x—by-'-T  (íc—b)n~~2
Bn~1 . F"(x)
' x —b f"(x) ’
s ennek folytán az eredetileg adott függvényre nézve állnia kell:
F ( x ) _ __ A A  A" . A111- 1
J(x) (x—a),n ’ (x—a) ® - 1 * (x — á)m~2 x —«
, B B ‘ ____ , Z? " -1 , F \x )
(x—b)n (x ~ b)a~1 ' (x — b)n~2~^~ * ' ’ x —b f" (x ) ’
hol B, B \ B “ ......... ß u—1 szinte állandó mennyiségek. Ha
tehát általánosan véve azt teszszük föl, hogy :
f[x )—(x—a)m.{x—b)n ........... (cc—c) p,
akkor a szétbontás egyenlete így álland :
F (x )_  A , A' j ____ A ___ L A — 1
f(x )  (x—a)m ' (x — a)m~ 1 ' (x—a)® “ 2 ‘ ’ (x — a)
+ — * - +  -I- B "  +  . . . . ^• (x—by~  ( x - b y ~i • ( x - b y - 2 ■ * x —i
H -........... ....................................................................
I C  | c  , c  . .............. 2 i L
' ( x —c)p ' (a?—c)P-lT  (a?—c)v—2 ' x c
11.) Vizsgáljuk meg most, a fenebbi 2) egyenletben előfor­
duló A, A', A" . , . . . 4 ® -1 állandó mennyiségek miként meg­
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határozandó!*. E végre ezélszerü lesz feltenni, hogy f( x )—0 
egyenletnek csupa különböző gyökei vannak, úgy hogy álljon :
/(a?) —(x —a)(x -a,)(a?—a2) ..............,
ez által az előbbi szám 1 ) alatti egyenlet ebbe megy át :
F(x)_ A . F(x)—Aq(x)
f( x ) x —a '  (x —a)q(x) J
hol (p(x) tétetett /'(a?) helyébe. Itt tehát az előbbiek szerint lesz :
F(n\F(a) —A qp(«)=0, honnan A =
t(g) ’
mely kifejezésben nyilván qp( a ) =( a— a \)(G— . . . .  Azon­
ban qp(a)-nak ezen értéke még más könnyebb módon is meg­
határozható ; mert ha f(x )= (x —a)cp(x) egyenletet külzeljftk, 
lesz :
f ' (x ) = < p (x ) - \ - ( x — a)q,'(x),
F{q )^hol x— a tétetvén, lesz: /'(a)=r<p(a), következőleg 
ha tehát áll :
F(x)_ J  A' , A" '
f (x)  x—a ' x —ax ’ x —aq
akkor ezen részlet-törtek számlálói az által határoztatnak meg,
hogy F(x)
/ ( * )
hányadosban (hol f i x )  a nevezőnek első külzeléki
hányadosa) x  helyébe azon gyök tétetik , mely a meghatáro­
zandó állandónak nevezőjében fordul elő. Felvilágosításul 
szolgáljanak e következő példák :
(1-sö Példa.) A szétbontandó függvény legyen i—p
lesz F(x)=z 1, és f(x)=zx-—1, következőleg f ( x ) — 2x, s mi­
vel áll,cc2—l= (x - |- l )(a?—1), tehát
lesz
(x+ \)(x—1)'
/ ■ ( - 1)
xA— 1 (cc—J—l)(cc—1) ’
A A', -j------ ; az előbbiek szerint tehát kapjuk:
JL I
— i  és A '= P ^ =  í  , következőleg :
1 1 1
íc2—1 2(x—1 ) 2 (cc-|-l)
(2-ik Példa.) Adva legyen e következő függvény ;
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a:2+ l
x 3—7a?— 6 1
lesz és f(x )= íc3—7a:—6 , tehát f '(x )= 3a:2—7;
s mivel az a:3—7»—6 = 0  egyenlet gyökei: x— —1 , x—.—2 , 
x—ö, honnan az (a + l) , (a+2) és (x—3) egyszerű szorzók 
következnek, álland még :
a:2+ l _ A A' A"
x 3—Ix — 6 aH-1
az első számlálónak értéke tehát lesz :
■S,— r r =  — -.=  —■ Í  , a második számláló lesz ;
/ ( —1 ) 4 2 ’
—~ = + = l ,  végre a harmadik számláló lesz :
J V 4) ö
F( 3) 10 1 „  „ .......................
~  2Ö ~ 2 ; szctbontott függvényünk tehát lesz :
a:2+ l  _  _ 1 __ 1 __ 1_
x 3—7a:— 6 a + 2 + 2 (a :—3) 2(a+1)’
(3-ik Példa.) A szétbontandó függvény legyen :
3a:2—2a>4-l
a:4—4sc3—43a^+58a+240 ;
akkor : /(a:)=a;4—4a:3—43a:2-j-58a:-{-240=0 tétetvén, ezen 
egyenlet gyökei leendnek : x = —2 , a := 3 , x — —5 , és a := 8 , 
következőleg az adott nevező egyszerű szorzói: (x + 2 ), (x—3), 
(aj-|-5) és (x— 8), s így álland :
3a:2—2 a + l ______ _  A A' A '' _A ^  _
a:4—4a:3—43cc2-)-58a+240 a + 2  'a : —3 ' a - j-5 + a — 8 ’ 
mivel pedig F(x)— 3a:2—2 a + l,  és /'(a)= 4a:3—12a:2—8 6 a: 
—J-58, lesz :
íx - 2 ) _ j 7 , , _ m _ ___ l1 a.— a = s ) _
' / ' ( —2 ) 150 ’ /'(3 ) 1 0 0 ’ "1 - / ( - 5 ) ~
4 3  ____F ( 8 ) _ 1 7 7
1 5 6 ’ ^  " ~ / ' ( 8 ) — 6 4 0  ’
s így mind a négy számláló meg lévén határozva, áll :
3  a:2— 2 a + l  _ _  1 7  11
a 4— 4 a 3— 4 3 a 2+ 5 8 a + 2 4 0 ~  1 5 0 ( a + 2 )  ~ 1 0 0 ( a — 3 )  
4 3  17 7
1 5 6 ( a + 5 ) + 6 4 0 ( a —  8 ) ‘
(4-ik Példa.) Adatik e következő függvény :
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x 3—9a?2—a?-}-105 ’
akkor, x 3 — 9a?-—a+ 1 0 5 = 0  tétetvén, nyeretni fog : 
a?=5, x — — 3 és x =  7 , 
a nevezőnek egyszerű szorzói tehát lesznek :
(a?—5), (cr -}—3) és (a?—7), s így áll : 
a,’2 4  , A  . A '
+43 +  4 4 ’
i9
“ /T O “  2 0 ’
x 3—9ar—a?+105 a?—5 
mivel pedig :
F(x)=x~ és f '(x )= o x i— 18a: — 1 
nyeretni fog :
^ _ Ű 5 ) _ _ 2 5  0  ,
/'(5 ) 1 6 ’ '
s így a szétbontási eredmény e következő lcend :
cc2 9 49 25
a:3—9a?2--a?+4C)5 80(a+3) +  20(*—7) “  16(aj—5)*
Itt nem lesz felesleges megmutatni, hogy ezen együtt­
hatók meghatározására külzelés épen nem szükséges, hanem 
hogy azok más módon is megtalálhatók. Ugyanis, a 2-ik 
példát vevén elő, áll :
2-H 4"
:3—7 x—6 * > + 1  +  4 - 2  +  «:—3 ’
akkor a bal rész nevezőjét eltüntetvén, lesz ; 
a?24 - l= 4(a?-}-2)(a?—3)-f-4'(a?+l)(a?—3)-{-4."(a?-|-l)(a?+2), 
ez pedig irányzónak (directrix) neveztetik, melyből mind a 
három együttható könnyű módon következtethető; ugyanis, 
4-nak meghatározására tétessék nevezője x = 0 ,lesza?=—1 , 
mely érték az irányzóba tétetvén, lesz :
2 = —4 A , miből: A——
Hasonlóképen 4'-nek meghatározására, tétessék a?-f-2=0, te­
hát a?=—2, mely érték az irányzóba tétetvén, lesz : 5= 5 4 ', 
miből A — 1 .
Végre 4"-nek meghatározása végett, tétessék x —3=0, 
tehát a?=3 , akkor ezen értéket az irányzóba helyezvén,
lesz : 10=204", miből 4 ."= ^ , s ezek a fen megtalált érté-
kekkel ugyanazok.
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F(x)12.) Vegyük tol már most, hogy a szétbontandó -A '
J \ x )
függvény nevezője, midőn /(«**)=0  tétetik, nem csak egyenlő, 
hanem egyenetlen gyöküket is foglal magában , úgy hogy az 
(x—a) szorzó benne m-szcr foglaltassák, a többi egyenetlen 
szorzók szorzata pedig q(x) által legyen képviselve; akkor 
állnia kell :
F(x)_ A , A' . A" . .
~f(x)~  (x—a)m ' (x—a)m~l ' (aj—o)®-* ' ...........  '
Am~l . L ( x )  
x — a ' cp(x) ’
hol L(x) egy egész okszerű függvény, ebből nyeretik : 
F(x)=Acp(x)-\-A'(x — a)cp(x)-j-A"(x—a)^cp(.r)-|- . . . . .  
Am_1(x—a)mi~1c]p(x)-j-(x — a)m.L(x) , 
s ez, mint látjuk, a fen már megemlített irányzó, melyben .4-nak 
meghatározására x—a tétetvén, nyeretni fog :
F(<i)—A.q{a) miből A— \
cp(a)
Továbbá A'-rek meghatározására,a fenebbi irányzó külzeltes- 
sék, és első kiilzeléki hányadosában tétessék x = '/ ,  lesz : 
F '(a )— Aq>'(a)-{-A'cp(a) ,
mely egyenlet nyilván A'-nek meghatározására.szolgál Hogy 
A"-et is meg lehessen találni, az irányzónak első kiilzeléki 
hányadosa újra kiilzeltessék, és ennek így nyert második 
kiilzeléki hányadosában megint x= a  tétessék, mi által azon 
egyenlet fog nyeretni, melyből A"  együttható meghatároz­
ható, azaz :
Fh\ a ) ^ A q ,'(a ) - \-2 A ,q>,(a ) - \ - 2 A >,.q ){a ), 
melyben, mint látjuk, csak A" ismeretlen ; s í t .  Ennek fel­
világosítására e következő példák szolgálhatnak :
(Vső Példa.) A szétbontandó függvény legyen :
3x2—7x-[-6 
(x—  l ) 3 '
A fent megalapított törvény szerint tehát áll :
3 x 2—7 ík—|—6   A  A ‘ . A "
(x — l ) 3 (x— l ) 3 (x — l ) 2 X — 1*
miből e következő irányzót kapjuk :
3 .x2—7x-J-6=A-J-A/(x—l)-j-A"(x— X)1,
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hol A-nuk meghatározására .r= l teendő, s nyeretni fog: 
A=2. Ez meglevén. az irányzónak első külzeléki hányadosa 
vétessék, s lesz :
6x—1=A'-\-2A“(x — 1),
hol megint x— 1 tétetvén , lesz : A ‘——1 5 végre A"-nek
megtalálására, az irányzó második külzeléki hányadosa veen­
dő, s áli :
6=2^4", miből A“—3 ; s így áll :
3a?2—7a-|-6  2 1 . 3
(« — I ) ’1 (x—l ) 3 (x—l)2 ' (x—1)
Hogy ezen esetre is, a fen előhozott kiilzelés nélküli eljárás 
alkalmazható, így lehet megmutatni : Miután t. i. a?=l tétet­
vén, a fenebbi irányzóból A —2 nyeretett, tétessék ezen érték 
az irányzóba, lesz :
3a?2— 7 as-j-4—A’(x— 1 )-|- A "{x—1 )l, 
ezen egyenletnek mindkét része pedig (x — l)-el maradék 
nélkül elosztható, minek megtörténtével áll :
3x—4—A ‘-\-A“{x—1),
melyben újra a?=l tétetvén , nyeretni fog : A‘~ —1, mely 
értéket az előttünk álló egyenletbe írván, lesz :
3(a?—1) — A "(x—1), miből: A "= 3 , mint előbb.
(2 dik Példa.) Adva van e következő függvény :
5—3x-\-Qx--\-5x3 — a?4 
a?5—a?4— 2 íc3— 2cc-— cc— 1 ’ 
itt mindenek előtt a nevező = 0  tétetvén, lesz : 
x h—xA—2x3-\-2x<l-\-x—1 = 0  , 
hol könnyű meggyőződhetni, hogy ezen egyenletnek három­
szoros gyöke = - 4 -1 , és kétszeres gyöke = — 1 , s így a ne­
vezőnek egyszerű szorzói (cc—l ) 3 és (a?4 - l ) 2j az egyenlítés 
tehát e következő lesz :
5—3x-\-Qx--\-bx3—a?4 
x b—x 4—2x3-\-2x<1-\-x— 1 
A A' . A"  . B B'
(x-- l ) 3_^ (sc-- l ) 2 ' X---1 ' (ít’4-1) 2 x-\-l ’
miből e következő irányzót kapjuk :
5—3x-\-Qx--\-5x3~ x 'i— A(x-\-\yt-\-A'{x-\-iy(<x—1)4~ 
A"{x—1)-(sc—j—l)*2—1— —1)3-|-B '(x—l) 3(yc4“l).
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miből, hogy A , A' és A"-nek értékei meghatároztassanak, 
írjuk rövidség okáért :
B (x  — \ ) 3-\-B '(x— l ) 3(a?-+-l)=Z»(íe) , áll még :
5 —3x-\-Q x--\-5x3— íc4=:^[(£c-1-1)2-|-^4'(.t - |-1)-(* —l)-j- 
A " (x — l) 2(cc-}-l y -\-L (x ) ,
ez egyenletben pedig x — \ tétetvén, jobb részének minden 
tagja elenyészik, kivévén az elsőt, s ennek folytán áll : 
12=4^1 , miből A = 3 .
AL'-nek meghatározására, az irányzó első külzeléki hányadosa 
lesz :
— 3-\-l2x-\-lbx--~ 4:x3= ,2A(;x-\-\)-\~2A,(x -\- l)(x— 1)4- 
2A ‘\ x ^ \ ) { x ~ \ ) <1-\-A '{x-\-\)--\-2A ‘‘(x -\- \)-(x— \)-\-L '{x), 
ide pedig x — \  tétetvén, lesz :
20=4A-}-4.A', miből A '= 2.
/l"-nek m eghatározására, az irányzónak második külzeléki 
hányadosa lesz :
12-f-30íc— l2 x * = 2 A + ± A '(x + l)+ 2 A “( x - \ y +
2^.'(sc— 1)4-8^1"( íc— l)(a?-f-l)-l-2^1'/(£c-|-l)n-+ L " (x ) , 
hol újra x ~ \  tétetvén, nyeretni fog :
3 0 = i2A -\-8A '-\-8A "} miből A “-— í.
Továbbá, B  és B ‘ együtthatók meghatározására, tétessék : 
A ^x-^-l^-^ -A '{x-\-l)q{x— l)-}-.á"(íc-j~T)2(.r— 1 )’*cszM(x), á l l : 
o—3cc-j-6sc2-J-5íc3— x^— H{x— l ) 3-j-/?'(íc—\ } 3(x-\-V)-\-M(x) ^  
mely irányzóba x= ~— 1 tétetvén, lesz :
8 = — 8 B :  miből B =  — 1.
B  -nek meghatározásara, az irányzónak első külzeléki hánya­
dosa ez :
—3 -\- \2 x - \- lb x -— 4cc3=3Z?(£c— iy - \ -8 B ‘{x—-1 )2(cc— 1)—J— 
B '(x — l ) 3-j-üf'(íc),
hol megint x ~ ~ \  tétetvén, nyeretni fog :
4 = 1 2 /? —8/?', m iből: B '= —2 , következőleg:
5 —3x-\-Qx<1-\-bx3— x 4   3 i 2
x h—x 4— 2ar3-}-2:K2-f-íc—1 ~  (x — l ) 3 ( x — l ) 2
_1____ ___ 1 _  2
X— 1 (cc-j-i)2 x - \- \'
13.) (A szétbontás más esete.) Az előrebocsátott szét­
bontásoknál az adott függvények nevezői mind olyanok vol­
tak , melyeket valós egyszerű szorzókra lehetett bontani, s
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mivel a kijövő részlet-törteknek szintén okszerű való törtek­
nek kell lenni, azért a számlálók mind állandó , tehát cc-töl 
független számok voltak. De azonnal megváltozik a dolog, 
mihelyt az adott és szétbontandó függvény nevezőjében kép­
zetes szorzók is fordulnak elő; ez esetben t. i. (képzetes rész­
let-törteket nem lehetvén használni) úgy kell történnie a szét­
bontásnak, hogy az adott törtnek nevezőjét, annyi való má­
sod fokú szorzókra bontjuk , a hány képzetes szorzók kap­
csolt párjai foglaltatnak benne , a netalán benne előforduló 
valós egyszerű szorzókat külön elválasztván. Itt egyébiránt 
könnyen felfogható az is, hogy ha az adott okszerű törtet oly 
részlet-törtekre bontjuk , melyeknek nevezőiben x változó a 
második hatványon fordul elő , a nevezők tehát háromsza- 
kuak, akkor ezeknek számlálóiban cc-el ellátott tag is lehet, 
mivel az által a tört valósága nem háborittatik meg; ezen 
számlálók tehát mindig (A-\-Bx) alakban fordulnak elő. E 
következő példákból az eljárás világos lesz :
(1-ső Példa.) A szétbontandó függvény legyen : —3  ^ 3,
akkor x 3—a 3= 0  tétetvén , látjuk , hogy ezen egyenletnek 
x—a érték megfelel, ezen harmadfokú szorzatnak egy valós 
szorzója tehát (x—a) lesz, melylyel ha {x3—aH) szorzat el- 
osztatik, e következő másodfokú szorzó fog nyeretni :
x<1-\’ax~\~a<1,
melyben a többi két első fokú szorzó foglaltatik; de mivel 
ezen két szorzó nyilván képzetes, azért ezen másodfokú szor­
zónál meg keli maradnunk, és a szétbontás e következőképen 
lesz elintézendő :
_L___ A . B+ Cx
x3—a3 x —a ' x'1-\-ax-\-a<1 ’
miből e következő irányzó egyenletet nyerjük : 
l=A (ící-|-aíc-f-«2)-4-(£-j-C,íc)(sc—a), 
melyből a határozatlan együtthatók értékeit legkönnyebben 
nyerjük az által, ha ezen egyenletet 0 -ra hozzuk, és a határo­
zatlan együtthatók szabályát alkalmazzuk, ennek folytán 
álland :
0 = —14~Aa2—Ba-\-Aax-\-Bx~Cax-\-Ax'l-\-Cx<1}
mely egyenlet állván, külön külön is kell, hogy álljon :
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0——1—j— AoA—Boc, A<x—J— B — és A-j—C^iO, 
mely három egyenletből következik :
A 3a2'
2 . r _  1
3 a ’ GS 3a2}
a kívánt szétbontásnak tehát meg leend felelve ezen egyenlet 
által :
1 __ 1 2  x
x 3 —a3 3 a'1(x—a) 3a(cc2-|-aíc-}-a2) 3a2(a?2-j-aa?-j-a2)’
(2 -ik Példa.) Adva van e következő függvény :
akkor x 4—a 4= ( * 2-|-a2)(ír2—a’4) lévén, az egyenlítés így 
álland :
1 A-\-Bx C-\-Dx—---- - = —-—  „ H— ■ , honnan :a?4—a4 a?2—a2 ar*-j-a2’
\ — (A^Bx)(x-A-a-)-\-(C-\-Dx)(x-—a2) ;
A és 5-nek meghatározására tétessék x 1—a2= 0 , tehát a?2= a 9 
és a?= ±a, lesz :
1 = 2 A a2± 2 5 a 3, mely egyenlet e következő kettőt adja : 
l= 2 A a 2-}-35a3, és l= 2 A a 2—2Ba3, miből kapjuk :
A==‘2a* 68 B = 0 '
Hasonló módon C és 5-nek meghatározására, tétessék : 
cc2-}-a2= 0 , tehát x l~ —a2, és x=~hgVr—1, mit az irányzó­
ba tévén, lesz :
1= —2aiC'^2a3DVr—1, külön-külön tehát áll :
1= —2a2C és : qr2a3DV^ —1=0, honnan (7=—--- és
2 a2
5 = 0 ,
a szétbontásnak eredménye tehát leend :
1 1 1
a?4—a4 2 a2(íc2—a2) 2 a \x * l-\-a<l) ’
(3-dik Példa.) Szétbontandó legyen : a?J—«■ , akkor
áll:
, BA-Cx
H— ö— 1—i—- , honnan :■ nr*2 _1_nor>.A- n L *x 3—a3 x—a a?2-}-ax-\-al
x= A (x'2-1-  ax + a*)-\-(B+Cx)(x—a), 
miből a határozatlan együtthatók szabálya szerint nyeretik :
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1_
3 a1
1
3a ’
x _ 1 , 1 x
x3—a3 3a{x—a) ‘ 3(x'1-\-ax-\-a'1) 3a(a?2-j-a.x-|-a-) '
Hasonló módon vitetik véghez e következő függvénynek 
szétbontása :
_  A-\-Bx C-\-Dx
I” ™<2 1 f mibőlx4—a4 x-—a-, 2C2-|-a-!
x=(A-\-Bx)(x--\-a'1)-\-{C-\-Dx)(x-—a-), miből:
A = 0 , B =  ~  , C=0, és D = - ~ -  , s így lesz :
X X  x
x 4—aA 2a-(x-—a-) 2 a '(x ?-j-a2)
Szintúgy járván el nyeretni fog szinte :
x - _ 1 , 1
xA—a* 2(x-—a<1')' 2(x--\-a-)‘
Általánosan véve tehát, ha a szétbontandó függvény ne­
vezője (xn—a”) alakban fordulna elő, akkor mindig két ese­
tet kell megkülönböztetnünk; n t. i. vagy páros, vagy pá­
ratlan szám lesz; az utóbbi esetben xn—a" = 0  egyenletnek egy 
valós még pedig x— a gyöke, tehát az (x"—an) szorzatnak 
egy valós (x—a) szorzója leend, melylyel az adott n-dik fo­
kú szorzat maradék nélkül elosztható. Mivel pedig az x*—aa 
= 0  egyenlet gyökei mind e következő általános képletben 
foglaltatnak :
2 mn , —r  . 2mnx=a.cos------- \-av —lsm------ ,n n
ha ez az adott egyenlet egy gyökének vétetik, ugyanazon 
egyenletben még e következő alakú második gyöknek kei­
lend előfordulnia :
2mn y-— 7 . 2 mnxz^a.cos------- aV —lsm--------,n n
minthogy a képzetes gyökök mindig csak páronkint fordul­
nak elő, és egy ilyféle kapcsolt párnak mindig azon tulajdon­
sága van, hogy összegük valós, szorzatuk is valós; ha pedig 
ezen két gyökből szorzók képeztetnek, és ezen szorzók egy­
mással szoroztatnak, nyeretni fog azon másod fokú valós szór
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zatnak általános jelképe, milyenekre az adott nevező bontha
tó, ez pedig e következő :
„ „ 2mn . nx -—2ax.cos------- ;n
így például x3—a3= 0  esetre, a hozzá tartozó másod fokú 
szorzat nyeretik, ha m =  1 vagy n i - 2 és n—3 tétetik , mind 
két esetben kapjuk {x--\--aíc-f-«2), mint ez már fent előfordult.
14.) Vegyük föl már most, hogy a szétbontandó függ­
vény nevezője ('scn-}-an) alakban fordúl elő; akkor xx*-\-an— '0 
tétetvén, az n kitevő itt is lehet páros vagy páratlan szám, az 
első esetben az adott egyenlet gyökei mind képzetesek lesz­
nek, ez esetben tehát az ccn-j-an szorzat csak másod fokú valós 
szorzókra lesz bontható. A második esetben pedig^az x"-\-an 
szorzatnak egy valós, még pedig (a’-j-a) szorzója lesz, a 
többi egyszerű szorzók mind képzetesek lévén, szükség le- 
end, hogy ezekből csupa másod fokú valós szorzók képeztes- 
senek. Ezen szorzók általános alakjának meghatározására 
tudjuk, hogy az xn-\-anz=zO egyenlet gyökei e következő kép­
letből származtathatók :
(2w-j-l)?r , iyr—- . (2w-}-1)í7x —axos------!------ (-av  — 1 sm-------—— ,n n
ez pedig ha az adott egyenlet gyökének vétetik, benne szük­
ségképen még e következő alakú gyök is fordúl elő :
(2m-\-l)7z /-—- . (2m-\-\)nx=axos-----5— -----aV —lsm------!—— ,
ti n
mely két kapcsolt képzetes gyökből szorzókat csinálván, és 
ezen szorzókat egymással szorozván, e következő másod fo­
kú szorzat fog nyeretni :
x > - 2 a x . J * ^ 4 - a ' !
milyenek bizonyos számára az adott felsőbb fokú függvény, 
bontható. E következő példákból látni fogjuk az eljárást :
(1-sö Példa.) Az adott függvény legyen :
£C3 —| - c 3 »
akkor a?3-j-a3=(a-j-íc)(cc2—ax-\-a-) lévén, álland :
1 A . B+Cx .---- --- = — --------------— j----, honnaníc3-f-a3 x-\-a ' x'1 ~ax-\~a-
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1= .4 (x 2—ax-\-a-)-\-(B-\-Cx)(x-\-a),
1miből az ismert módon nyerjük : Az 3aa- ’ B~ Z a '  eS
C = — , következőleg
1 __ 1 _______ 2_______________.r
x3-|-a3 3a2(x2-|-o) ' 3a(x2—acc-j-a-) 3a2(x2—ox-J-a2)’
(2-ik Példa.) A szétbontandó függvény ~ —,4 j —-;
00 “ t mCl
akkor tudjuk, hogy x4-[-a4— 0  egyenletnek csupa képzetes 
gyökei vannak, az (x 4-f~G4) szorzat tehát csak e következő 
két másod fokú valós szorzókra lesz bontható : t. i.
(x2—axV 2 -j-a -) e's (x -~ \-a x V 2 -j-a2), s ennek folytán kell 
hogy álljon :
C-\-Dx4 __ (A-\-Bx) ,
_L_„ 4  „ i „ 1 , mibőlx4-j-a4 x<i—axV^ 2-\-an- x2+ a x l^ 2 -|-a2
l=r(A-|-ßx)(x2-]-axV/"2-}-a2)-|-((7-j-i)x)(x2—a x V  2-\-a*1'),
A és 73-nek meghatározására tétessék x-—-ax V 2-j-r/2= 0 , lesz:
x = — d~ -  V  — 2 , mely érték az irányzóba tétetvén, lesz :
1 * \ Ba 2BaVr—1 — - Ba ...
2a? 1 ]A2 V 2 V 2
külön :
1 . , 2Ba , ., „i D 1r=A  es —— -\-A ~ 0, miből B— -
2a-  ......  V 2  1 "7 2á3Vr 2
Hasonló módon C és 77-nek meghatározására tétessék :
x2-j-axl/r24-a2r=0, leend x = ---- —2 ,
1 V  2 2
minek helyettesítése az irányzóba ezt adja :
1 ^ Da . Da . 2DaVr—1_:C— — 4 - ~ - ±
2 « 2 V  2 V 2
—1, külön-külön tehát:
c = A .  és D— - 19/7.2 7 íj2 a5
s így a szétbontott függvény lesz :
FELSŐBB W ENNYISÉGTAV I I .  R,
2a3Vr 2
4
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1 _________ 1_______
a?4- f-a* ~  2a* (xn—  axV 2-\-a*) 
x , 1
2a3V^ ~2(x°-—axV  2-\-ci-) 2a \ x n--\-ax^í2 - j - a 2)
2 a 3 V  2{x*-\-axV2-\-a'1)
(3-ik Példa.) Az adott függvény legyen :
itt hasonló módon járván el, áll :
x* A-\~Bx .
4-|-a4 ’
‘■j-0 *4 x- —  axVr2-\-a-
C+Dx miből :
x--\-axV  2 -j-a- 
x*={A^Bx){x*-\-ax\Í2-\-a°-)-\-{C~\~^x){xl1 -a x V l í- J-a-),
miből nyerjük : .4=0, 5==-— ’-jr- > C=0, és
D=- 1
2aV2
2 a V  2
következőleg:
l~\~a 4 2aV^2(x*— axVr2-\-a<l) 2aV2(x"—\-axVr 2-\~a-)
15.) Ha az adott és szétbontandó függvény nevezője 
ugyanazon egy másod fokú szorzót többször foglalna magában: 
akkor, mint már az előbbiekben megmutattuk , a szétbontás 
e következő módon lesz intézendő : Legyen adva t. i. e 
következő függvény :
*Xs ^----—--- -, akkor az egyenlítés ez lesz :
_ A-j-Bx C+Dx E-\-Fx
(íC^ —l ) 3 ( CC “ —|— 1) *^ ( “—J— 1) ~ X°--\-l ’
miből e következő irányzót kapjuk :
x 3=A+Bx-\-{C-\-Dx)(x*-\-l)+(E+Fx)(x*+\)*. 
Hogy A és 5-nek értékét megtaláljuk, a?-—j—1=0 teendő, 
s lesz :
cc2= —1, tehát x— A V  —1 } minek helyettesítése adja:
V — 1 —A A -B F —1, miből A—0 és B——1,
( a ^ - j - l )
x 3
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mely értékek az irányzóba tétetvén, e következő új irányzót 
nyerjük :
x=C+Dx-\-(E+Fx){x*-\-l),
hol megint x ~ ú i V —] tétetvén, lesz : (7=0 és Z)=l , ezen 
értékek pedig megint az utolsó egyenletbe tétetvén, lesz : 
(E-\-Fx)(x--\-l)—Qavagy : E-\-Fx— 0, miből ha a?=dt V —1, 
nyeretik : E —Q és F—0, s így a szétbontás eredménye lesz:
/y> 3 7»tA/ tA/ *A/
(5C24-1 y  ~  (.x'-'-f l ) 3 ’
Legyen még adva e következő függvény :
„3
(£C2-j"l)'(ÍC4-2) ’
akkor az egyenlítésnek így kell állnia :
-r3 _  A + B x  C+Dx E
( ® « + l ) a( a 4 - 2 ) “ " a ^ + l  íc+2  ’
miből e következő irányzót kapjuk :
A és 2?-nek meghatározására tétessék : cc2—^-1=0, lesz : 
x = z+ V —1 , mely értéket az irányzóba tévén, lesz :
HFk^—\= {A A iB \/ —1 )(2zhl/r—1); miből: A= •r- es 5
B ——- , mely értékeket az irányzóba tévén nyerjük :
Orp<l O
mivel pedig ezen egyenlet mind két része (a?12-}--!)'6! elosztha­
tó maradék nélkül, áll szintén :
%^-£==(C-\-Dx)(x -]-2)A' E(x • -j-1),
_____  í
hol megint íc=rh V — 1 tétetvén, nyerjük : (7=^ es
'2  5 ’
g
D - — , mely értékek az utolsó egyenletbe tétetvén , üknek
értéke lesz = —8 , s így a szétbontás eredménye lesz ez :
—1 —2x 9-j-8af 8
{x^-\-\y(x-\-2) 5(a3--|-l) 2 * 25(a?--|-l) x-\-2 *
Szétbontandó legyen még e következő tört függvény
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akkor az egyenlítés így lesz intézendő : 
a;3 _  A + B x  , miből(a?2-|-2.«-J-4) 2 (a’--|-2.x4-4)- x ‘--\-2x-\-4: ’
x 3= A  -\-Bx-\-( C-\-Dx)(xn—\-2.x-j-4), 
mely irányzóból A és 72-nek értékét úgy fogjuk nyerni, ha 
oc-2—2.^ *—j—4 = 0  tétetik, s lesz : x— —1 ±  F  — 3, következőleg 
x3= 8 ,mitaz irányzóba tevén, lesz : 8 = 4 —B á zB F —3, mi­
ből .4=8 és B— 0, mely értékelte-1 az irányzóba helyettesítvén 
áll: ae—2=C-\-Dx} mely egyenlőiben az x fenebbi értékét té­
vén, nyerjük : A rV —3 - 3— C—7)4- F —3, miből : D =  1 és 
6 '= —2 , s ennek folytán a szétbontás eredménye lesz : 
x 3 8 , x— 2
2 ./'—|—4) 2 (o:2-{-2a?-}-4)2"‘ a?--|~2:r-j-4’
Adva legyen még e következő tört függvény :
?3-j-5 x-—2x-\-3
C+Dx
+
(a?2— ae—J—l ) 2(ae2—|— 1) ’ 
akkor az egyenlítés így teendő fel :
x4—x 3-\~bx-—2x-\-3  A-\-Bx .
(a?2—a1—]— 1 ) tl{x--\-\)  (cc2—a?-}-l) 2 ' x-—ae-j—1
E-f-Fx 
a?-— 1 1
miből e következő irányzót kapjuk :
x i —x3-\-5x -—2 a?—j—3=(-í4—j—/?ae)(cc2—1)—|—(C'—j— 
Dx){xn-—x-\-l)(x°-\-l)-]--{E-\-FF)(xq—sc-j-1)2,
A és 7?-nek meghatározására tétessék : x'1—■,?,-}-l= ő, lesz :
x— ^ ~  ------ , mely érték az irányzóba tétetvén, nyerjük:
4 = 1  és 73=1, ezen értékek pedig újra az irányzóba helyez­
tetvén, kapjuk :
x*—2 íc3-f-4 cc2—3x-\~2=(C-{-Dx)(x-—a2-{-l)(a?2-f“l)”l“ 
(E-j-Fx)(x°— x-\-iy ,
mely egyenlet mind két része (xq—aj-j-1  )-el maradék nélkül 
elosztható, ezen osztás végbe vitele után kapjuk :
a;2—x-\-2=z(C-\-Dx)(x'i-\-\)-\-{E-\-Fx){xq—cc—j—1), 
hol ha x helyTébe megint a fenebbi érték tétetik, nyerjük :
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(7=—1 és D—  1. Végre íc--j-l=0 tétetvén, lesz x - = —1 és 
x— d z ^  —1 , minek helyettesítése az utolsó egyenletbe ad­
ja : E — l  és A==l, s így állni fog :
a;4— £c34" 5^ ‘— 2 x - \-3   \ - \ - x  . 1— x  , \ - \ - x
(x -  ÍC-j-l)2(a32- | - l )  ( x - — x'1— x - \ - \ '
EGrÉSZELÉS SZÉTBONTÁS ÚTJÁN.
16). Az okszerű és való tört külzclcki függvények leg­
hatalmasabb egészelési módja , azoknak szétbontásában áll; 
mivel pedig az előbbiekben minden lehető szétbontási esetet 
már megmutattunk, a reá alapított egészelési mód is már 
könnyű lesz, melyet e következő egészelési esetekből fogunk 
látni.
(1-sö eset.) Meghatározandó legyen e k övetkező egészlet: 
í* (.r2-|-l )dx 
j x3—7a;-j-6 '
erre nézve az előbbiekben találtuk :
x%—4x!t—43íc?-)-58űc-j-2405
erre nézve az előbbiekben találtuk :
3ar*—2.g—1 _  17_________ U _
x%—4íc3—43* 2-|-58a’-|-240 150(a>f2) 100(aj— 3)
43 177
156(sc-f-5)' ' 640(se—8 ) ’
mely egyenlet mindkét részét dx-Q 1 szorozván és egészelvén,
OU7 •
(2-dik eset.) Egészelendö legyen e következő függvény
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mit is dx-e\ szorozván és egészelvén, lesz :
C (3as-—2as+l)cZas
- 17 (
 ^ dx
- 11 c\  as4—4as3—43as2-|-58as-|-240 150 '^  as+ 2 io o j.
dx
43 (* dx1 f
56 V1 * as-f-5 ' 640J  x— 8
\log(x-\- 5)4-
177 C dx 17 . , . 11 7 , on
1 — 7 =  r-Ti^ő'C32-!- ^) j j r A o g { x  3)100
dog(x— 8 )+ C ,
150 
177.
1 5 6 -^v- .
mely kifejezést rövidebb alakban nem lehet írni.
(3-dik eset.) Határoztassék meg e következő egészlet:
as2c?as1*—9 as2—as-j-105 ’
erre nézve az előbbiekben már meghatároztatott, hogy :
9 49 25
-9a?*—íc+ IO ő 80(cc—}—3)
következőleg :
as2das
> 3-
dx
20(«—7) 16(as—5) ’
49
9x - ~x + 105“  80J cc—j—3
 f  dx _25 í*
20 j  x —7 16 J
dx
x—5 ’
s így :
9 49 25.
=  gQ%(^4-3)-l- 2Ölo9(.x— ?)— jQlog(x-5) , 
a hol közös nevezőt csinálván, legrövidebben áll :
x2dx1 -9as2—as-[-105= * * y - (öc—j—3)u.(cc—7) 196(as—5 )’
(4-dik eset.) Adva van e következő függvény : 
’(3as2— 7 a s+ 6)c£as _
(as— l ) 3
erre nézve az előbbiekből ismeretes előttünk, hogy áll :
3 as2—7 ag—j—6   2_______ 1____, 3
(as— l ) 3 (as— l ) 3 (as— l ) 2 ~*""as— 1 ’
í
következőleg:
í(3as2—7as-j-6)c7as_((as — l ) 3 ,í* dx f  dx , o J ( a s - l ) 3 j f a s - l ) * '1' dx( s—
itt azonnal látjuk, hogy az utolsó egészlet logarithmus, a többi 
kettő pedig helyettesítés által tárgyaltatván, nyerjük :
*(3as2— 7 a s + 6 )á a s  1 . 1 , OJ , . .----7--------------=   7---- -T— h - —v -\-oloq(x— 1 ).(as— l ) 3 (as— l ) 2 ‘ as— 1 '
(5-dik eset.) Meghatározandó legyen ezen egészlet :
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(5 — 3a?-j-6íc2—5x3—x*)dx 
xb—x 4—2x3-\-2xl-\-x— 1 ’ 
akkor errenézve e következő szétbontás már ismeretes előttünk:
5—3a?— —5cc3 —cc4   3 , 2 ,
íc3—íc4—2 a?3—|—2 a? j—a?— 1 (x—l) 3^""(cc—l ) 2 '
1 1 _2_  
a?-^ —1 7x —1 (a?—j—1)-
minek dx általi szorzása és ezutáni egészelése adja
6 ( 5 — 3  a?—j—6a?-— 5 íc3—x*)dx  1 3
i xb—x4 — 2 a?3 —|—2a? - —|— a?— 1 2(x—l ) 2 x — 1a?—j— 1
, x— 1
17.) Következik most azon okszerű függvények cgé- 
szelése, melyeknek nevezői csak másodfokú, azaz háromszaku 
szorzókra bonthatók, hogy t. i. a képzetes alak elmellőztes- 
sék. Ezen egészleteket is e következő esetekben fogjuk tár­
gyalni :
(1-ső eset.) Meghatározandó legyen ezen egészlet : 
dx
akkor tudjuk, hogy áll :
1 1
a?3—a3 3a2(a?—a) 3a(íc2-j-aíc-j-a2) Sa^a^-f-acc-j-a2) '
mit dx-z\ szorozván és azután egészelvén, lesz :
xdx
'■e  ^ dx 2 [r* dx i  r
^a?3—a3 3a21I x—a 3a '| £c2-j-aa?-j-a2 3a2 j
mely egészletek mind ismeretesek, mert az elsőre nézve áll ’ 
1 f  dx 1
w ) — a = z J * g(x- a)’
a másodikra nézve, az5-ik szám 1) alatti képletet használván, 
áll :
2 C dx 4 , 2x-\-a
ScS^x’t-yax-^a1 
a harmadikra nézve, a 6 -ik szám 7) alatti képlet alkalmazan­
dó, s áll :
w v T dg~ a v r
- f3a2j  c
xdx 1
2-\-ax-\-a 2 3a' logV x i-\-ax-\-a'1
1 2x-\-a--------arctq.—
3a2 3 a V  3
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mind ezeket pedig összeszedvén, nyerjük :
u
É dx _ Í r
j  x3—a3 3 a 2L log-
x—a
V
(2-ik eset.) Egészelendö legyen e következő kifejezés • 
f* xdx 
J x3—a3 ’
akkor tudjuk, hogy áll : 
x  1
x3—a3 3a(x—a)~^ ~ 3{x2-\-ax-\-a1') 3a(xl -\-ctx-\-ál) ’ 
ha ezen egyenletet ete-el szorozzuk, és az egyes tagok egé­
szelésénél az előbbi esetben megemlítet képleteket alkalmaz­
zuk, nyerjük :
^, C xdx   Ír, x—a .
} ) 3aL °9V x * + a x + c r
Ha pedig a következő még ide tartozó egészlet kerestetnék :
x 1 dx
■
x°—a3 »
akkor helyettesítés által könnyen e következő eredményre 
jutunk :
3.) Í x*dx_1X 3 - « 3 —  3 log(x3—a3)-\~C.
(3-ik eset.) Vegyük elő e következő egészlotnek meg­
határozását :
dxr  *
J  ÍC4 CL4 »
akkor ennek megtalálására a 7-ik szám 1) alatti képlet hasz­
nálandó, melyben ó = l  tétetvén nyerjük :
<>
Ide tartozik még két eset, melyek elseje ez :
í* tjcclcc—, melynek egészelésére tétessék x^z^z, lesz :x*—a'
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xdx= y  , s ennek helyettesítése c következő egészletrc fo< 
vezetni ;
k\ f  «da? 1 7 a2—aj- . „
o)‘ j  +<?•
A mi pedig a második esetet illeti, ez nyilván e következő :
(* x^dx\  —---- - ; ez mint látjuk a 7-dik szám 2) alatti egész-
J  x i—(l
lettel ugyanaz, csak b— —1-nek veendő, s nyerjük :
7* x * d x  Í r ,  V  a—x  . x~i .
6)- j  ^ « * =  r « | >  7 ^ 5  + * « • '»  J - K -
Végre még e következő egészlet is könnyen meghatározható:
Í x d x  ^ol — a \ — z  tétetvén, lesz íc acZa?=^ , tehát: a:1—a4 7 4
(4-ik eset.) Ezen esethez tartozik legelőször ezen egészlet:
(- - -, melyre nézve áll :x 3- \ - a 3
a?3-j-a3 3a2(a?-|-a) ' 3a(a?2—aa:-|-a2) 3a2(a?2—aa?-j-a2) 7
s ennek folytán áll szintén :
7* dx   1 í# áíc , 2 C* dx
j a?3-{-«3 3a2 J aj-f-a"^" 3a j  a:2—ax-\-a'1
_  .l L
3a2 J a?2" ax-\- a2
és a fen említett képleteket használván, lesz :
8)
7* dx _ J _ i
j x3-}-a3 3a‘l H -
x-\-a . .y -  2x—a' =  +  V S.arctg. ] + c
V" x2—ax-\-a'1 a V  §
(5-dik eset.) Meghatározandó legyen e következő 
egészlet :
ddc ; erre nézve a 14-dik szám 2-dik példája sze-1
rint kell hogy álljon :
Í dx _ 1 [* dx , 1 7* dxx*-\-al 2 a - j x i—aűcV^ 2 -f-a2 2a-J  a?2-|~aa?1^ 2 -{-a2
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xdx xdx
2a3/ 2 J  x^-j-axV^2-f-a2 2a3V 2 J  x n-—axV~24-a2
Ha e négy egészletre az 5) és 6) szám alatt előforduló 
képletek alkalmaztatnak, nyerjük :
1 C dx 1 2x—a /  2
- - - - - 1 - - - - - - - - - - - - - - - — — — = - - - - - - - - -  . a r c t q . - - - - - - - - - = —
2g2J íc2—axV^ 2-J-a2 a3/ 2  a / 2
dx 1 2cc4-a V  2- = ------_ arcig.'
2a3/ 2 #) íe2-f-aíc/2-f-a2 4a3 V  2
cc2-f-aa:/ 2-f-a2 a 3/ 2
xdx 2 1
a /  2
iog(x'2-h  ax V  2-f-G")-
1 2a?-j-a/ 2- arc.tg-
2a3/  2
xdx
aV2
2a3/  2 j x - —aíc/2 -j-a2
1
2a3/  2
miket összeszedvén, kapjuk : 
dx
-arc.tg-
4a3/  2 
2a:—a /  2 
a / 2
-  logix^ — ax / 2 - |- a 2)
í 1 7 £c2-J-a£c/2-4-a24a3/ 2  x i--axV 2-\-t
4a3/  2
—I arc.9L *9
2íc-j-a/ 2 -arcig 2x—a /  2 J
a / 2  ' a / 2
Ennek rövidítésére jó lesz az utolsó tagban előforduló két
arc.tg-1 egybevonni, mi végre teendő :
2x-V-a\Í2 , 2x—a / 2  , .arc. tq---- -—-— = cp , es arctq.-----7-=— =<p , s lesz :
J a / 2  a / 2
2x-\-aV2_ 
a V  2
2x—a y  2
es
t / 2
mivel pedig a háromszögtan elvei szerint áll :
, tehit^  w  r  V )  1  _ t g q ) t g c p ,  > I t g c p t g c p
tgqi és í^ g>' helyébe az illető értékeket tévén, lesz :
2x-\-aV2 , 2x—aV 2 x a x V 2 arcig---- —----arcig----------— = arc.tg. —--------
a V  2
minek helyettesítése adja :
a / 2
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»4-|-«4 4a3 V  2
1 x'1'\-ax\^2-\-al
n/^ L  ^ xq.-- rtOJ^2-|-G2«í
axV^2 ”1 . ~
2-arct^ ^ i J + c
Joc^ cíoc4 j d  ;
x  - aakkor, az ismert szétbontás által nyerjük :
*4+«4 2 a \ ^ 2 { x CÍ~ a x V 2 - \ - a n-) 2aVr 2 ( x 2- \ -a x V r 2 - \ - a 'i) ’
s ennek folytán áll szintén
y  x^dx 1 | xdx 1 I xdx
J x 4-|-a4 2a 1^ 2 }}cc2—axV2-\-a'1 2akr2jf x^-^axlS^-^-a-
mivel pedig az illető képletek alkalmazása által kapjuk :
X^X  ^ log(xl—ax 2—J—<x)—|—1 f* x
2aV r 2 j  x ’1— a x \ í  2 + a 2 4aK2
1 2 x —aV^ 2
-a rc ig -
2 a V 2
x d x
a V  2
1
es
logix^-^-ax V 2-f-a2)
2a V 2 j  x^ -^a xV 2-|-a2 4aV 2
1 2cc4-aV^2
~  2aV^2 ™ Ct9‘ ak^2 ?
akkor ezek helyettesítése, és az arc.tg.-sek összehúzása által, 
lesz :
1 I- xz—axV  2-f-a2 ■
4a 2*- ^cc^-j-accV^^-j-a2 
a xV  2'
1 0 . ) t ó U
2.arctg. ^ - ^ ] + C .
Könnyebb módon találjuk meg e következő egészletet :
hol x*=z tehát xdx— tétetvén, lesz : x4-j-a4' * 2
i 1 N xdx 
1 -■>
Végre még ezen egészlet is könnyen meghatározható :
 ^  ^ melyben cc4-j-a4= z  tétetvén, lesz : x 3d x = ^ ,
1 _r
2a9 ya2 1
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s ennek helyettesítése által kapjuk :
12-) j' ^ - . =  ^ W K .
(7-dik eset.) Vegyük elő e következő kifejezésnek egé- 
szcíését :
(x q 1 erre n®zve> a ^  ^  szám alatt találtuk :í
9-J-8o3 1- f  2i
( x * + i y ( x + 2 ) —  2 5 (^ 4 - l)  ő(®*-j-lj* cc+ 2’
miket cfoe-el szorozván és egészelvén, e következő egyes egész­
leteket fogjuk kapni :
> + 2- 8 log(x-{-2),
f
J5 )(« 2+ l ) 2'
a mi pedig a még háti
es
l f
i ra lev ő -\-
53'
. - egészletet illeti, en-
\ x  T V
nek egészelése a nevező kitevőjének lenyomásától függ, mit 
később fogunk előterjeszteni.
18.) Nagy érdekkel bírnak még e következő egészletek, 
melyek szinte csak szétbontás útján meghatározhatók :
1 -ör.) Meghatározandó :
dx
x(c-\-nx) /  a-\-bx ’
tört szorzó részlet-törteire leszitt mindenekelőtt az 
bontandó, tévén :
x(c-\-nx)
B■ -p , miből :x[c-\-nx) x c-\-nx
l~A(c-\-nx)-\-B x, következőleg :
1 Hu4=- és B= —- , mely értékek folytán nyerjük : 
1 1  n
x(c-\-nx) ex c(c-j-ncc) ’
ez meglevőn, az adott egészlet nyilván így lesz írható :
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f; dx 1 i* dx n fc./ xVa-\-bx c j ( dxx( c-\-)ix) Va-\-bx j \~ (c-\-xri) a-\-bx 
mely két egészlet értéke már a 8-dik szám alatt megtalál­
tatott.
2-szor.) Adva legyen :
dxI;xz(c-\-nx)Vo-\-bx * 
akkor ennek meghatározására e következő szétbontás hasz­
nál ható :
1 _  A + B x  , C
x*x-(c-\~nx') ■'-\-nx' honnan :
1=(^4 —-ßac)(c-|—nco)—Ca?2, s ennek folytán : 
A = -, B = — és D=z—^  miknek helyettesítése adja:
1 1
x\c-\-nx) ex'1 cqx c\c-\-nx) ’
az adott egészlet tehát e következő hátamba megy át :
dx
1 .
1 dx n dx ^  n -^
cj  x'1^a-\-bx c j  xV^a-\-bx c' j  i
x\c-\-nx)v a-\-bx 
dx
x V" a-\-b x
dx
(c-\~nx) V  a-\~bx 
miknek figyelmes megtekintéséből látjuk, hogy ezen egészle­
teknek csak elseje ismeretlen, ezt pedig ismert alakra ekkép
lehet visszahozni: tétessék x = -  lesz dx— --- minek
helyettesítése adja :
J: dx S uduV md-^-bux-V^ a-\-bx
melyet miként találhatni meg, később fogjuk látni :
(3-szor.) Vegyük elő még e következő egészletet :
dxIx a - \ - b x  * 
akkor a szétbontás itt ekkép lesz véghezviendö : 
1 A-\- Bx+Cx* D
J(c-j-W£c) c-j-ncc ’
miből
lz=(A-\-Bx-\-Cx-)(c-\-nx)-\-Dx3, 
mely egyenlet segítségével könnyű módon találjuk föl ezt :
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A= -, B = — , és D=z-----, következőleg :
1 n . nJ
x3(c-\-nx) ex3 c2x2 c3x c3(^ c-j-ncc) ’
s ennek folytán az adott egészlet így áll :
dxfx3(c-{-nx) a-j-óx
1 ( _ d x _ _  w f  dx ) n*.f 
ej x3!^<7-J-óx C'J x2U"a-j-óx °3 J
dx
dx
n r _,
°3 J  (c-|~wa?)K a-[-óx
mely egészletek figyelmes megtekintéséből azonnal látható 
azon szabály, mely szerint az ilyen alakú egészletek haladnak; 
általánosan tehát állnia kell :
dx
'V  a-\-b 2
S xm(c-\-nx)Vr a-\-bx c
n>r dx
°3 J  x“ -2!^a-\-bx c
1 C dx n C dx
c J  xm Va-\-bx c2J  a?01-1 V  a-\-bx
nl (  
\ ) á
n /*3
X'" ~3yr a-\-bx 
dx
(c-j-wx)]/"a-\-bx 
mely egészletek mind könnyen meghatározhatók , mint ké­
sőbb látni fogjuk.
Hasonló módon járván e l, e következő szétbontás is 
könnyen belátható lesz :
í dx3"vn(ci-\-bx)\'r a-\-ßx-\-yx<1
b_r___  dx , b2
a2J X m~1
í f _ _
a j  xmV a
dx
-\-ßx-\-yx<1 
dx
V"«-|-/?x-j~}'X2 a3J  xm~2 «-j-^x-j-yí +
ó3 U dx + í " - 1f
a<tJ xm— «-j-/?x-|-^x2 “ a™ J
dx
bZ r
«™j(
í-j-^x-j-fx2
dx
'(«+& x)V  ^a-J-ßx-j-j'X2 
Ugyanaz okból pedig áll szintén :
^ x m(a
dx
-\-bx) U're-j-j'X5
1 f* dx 
a j  x™Va-\-+ r * 3
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b_r dx
a J  xm~ 1 ✓  a-\-yxl
I bm~1 f* dx 
~  «m JxVa-\-y.
bn- * dx ,
) xm~‘lVra-^-yx1 
bm P dx
<<mJ  (u-j-ó.x) V n-\-yxt
RÉSZLETES EGESZELES,
ÉS
AZ ÚGYNEVEZETT LENYOMÁSI KÉPLETEK  
SZÁRMAZTATÁSA.
19.) Minden módszerek között, melyek mind az okszerű 
mind az okszerűtlen egészletek meghatározására szolgálnak, 
az úgynevezett részletes egészelési módszer minden esetre 
a legtermékenyebb ; ez pedig tanítja, miként kell az adott 
ismeretlen egészletet bizonyos szánni részekre bontani úgy, 
hogy ismételt szétbontás által végre ismert alakú egészletre 
jutunk , s így a kívánt egészelés kellőleg és könnyű módon 
vitetik véghez. Ezen részletes egészelésnek alapja e követ­
kezőkben áll : t. i. A külzeléki hánylatból ismeretes előttünk, 
hogy ha u és v két változó, melyek mindegyike megint cc-nek 
függvénye lehet, akkor áll :
d.(u.v)—udv-\-vdu, következőleg : 
uv— J *udv-\- J*vdu , miből kapjuk :
I) J ' udv=uv—J * vdu,
mely nevezetes kifejezésben két egészletet látunk , ez tehát 
nyilván azt mondja, hogy ha ezen egészletek egyike ismere­
tes volna, másika is szükségképen ismeretessé válik. Ennek 
felvilágosítására, vegyük elő e következő példát :
Í 2x<ldx
ezen teljes ismeretlen egészlet hasonlíttassék össze az J*udv
. , 2xdxkifej ezéssel, s tetessek u— x , es dvz
du— dxjkt s az ismert mód szerint: v=-
/ t *>\ n , lesz 
—i - í ; mind ezeket
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pedig az I) alatti általános képletben helyettesítvén, lesz :
í 2x<1dx dxa--^-x-
i 1 ■' I— +-<wcfcjr - + C ;a2-j-,e2 ’ a
ezen nevezetes szétbontás által tehát, az adott ismeretlen 
egészlet már meg van határozva.
20.) (A lenyomási képletek származtatása.) Az I)
alatti általános mintának alkalmazása végett, vegyük elő e 
következő általános egészleti alaknak tárgyalását : 
ő ) .  ■ rm d . r ( a - \ - b x u y  ;
akkor, ennek egészelése, mint könnyű helátni, különféle kö­
rülményektől függ, azaz némelykor w, némelykor pedig ]> 
kitevőnek a lenyomásától. Ha az első eset fordulna elő, 
akkor az előttünk álló egészletet még így is szabad lesz írni :
J * a?"1—n+ 1da?.íc'1~ 1.(a -j-óa ;'i) 1’ ,
ezt pedig az I) alatti mintának J*udv tagjával összehasonlít­
ván, tétessék : u=.xm~n+l tehát du=(m—n-\-l)xm ~"dx, és
dv—x"~1dx(a-\-bxny ) lesz: v = - ^  | 1) ’
és ha mind ezeket az I) alatti képletben helyettesítjük, áll :
I N I  7 /  1 7 N X n , - , ‘ h 1 ( a 4 - ó í c n ) p + 1k) \  xmdx(a4-bxny = -------------------------1 1 nb(p-\-l)f -
(m—w—{—1)íxm~x'dx(a-\-bxny JrX;nb(p-1-1)
mely kifejezésben látjuk, hogy m kitevő w-el kisebbíttetett, 
de egyúttal p kitevő egy gyei nagyobbíttatoti; mely körül­
mény sok egészletnél előfordul. E következő egészlet meg­
határozásánál
c
yx^dxil—x l) ,
látjuk, hogy ha azt 8) kifejezéssel hasonlítjuk Össze, akkor á ll:
3m— 2 , n= 2 , a—1 , b——1 és — -  ,
ha pedig mind ezeket az előbbi k) mintába helyettesítjük, 
lesz :
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í* V < l - * * f  Í= -7J Í = _  f  —2 2 = = ^ ? = —arm'nx,V^I— »2 J K l —ÍC2 V l — x*
s így az adott egészlet teljesen meg van határozva.
Mivel továbbá sokszor azon eset is áll elő, hogy az 
adott kifejezésnek az egészelése egyedül csak az m kitevőnek 
a lenyomásától függ, p kitevő azonban változatlan megma­
radván : akkor egy e végre szolgáló mintát a k) alatti mintá­
ból az által fogunk kapni, hogy
(a-j-óícn)p+1=(a-|-óa;n)p(a-|-óícn) 
tétetik, azután a kellő szorzás véghez vitetik, s kevés rövidí­
tés után nyerjük :
TT, C 7 / I 7 \ ícm_n+1(a4-óírn)p+1II) I xmdx(a-\-bxnY — — 7---- -----------------
J  (np+m -\-í)b
(m— f*
(np-\-m-\-V)b j
dx
xm ndx(ci-\-bxn)v ,
e mintában pedig csak m kitevő «-el kisebbítetik, a többi 
mind ugyanaz maradván. Ez igen hatalmas lenyomási képlet, 
minthogy általa számtalan egészlet meghatározható, minek 
megmutatására, vegyük elő e következő példákat :
(1-sö Példa.) Meghatározandó ezen egészlet :
x 3dx 
~ =  5íV  a2—a?2
akkor itt is azonnal látjuk, hogy ennek egészelése csak a 
számlálóban előjövő x kitevőjének lenyomásától függ, ha 
tehát azt a II) alatti mintának bal részével összehasonlítjuk,
áll m—3, 
helyettesítése adja :
2, p—— -, a—a- és b— --u -1 , miknek
?Va*- 2a2 C
3 J  V ä
xdx
Va*1—x l 3 «j j v a*—cca
mely utolsó egészlet már ismeretes előttünk, minthogy az, mint 
tudjuk, helyettesítés által egészeltetik. Ezen egészletre fogunk 
pedig mindig jutni, valahányszor aj-nek kitevője páratlan 
szám, mert ha az 3-nál nagyobb lenne, akkor az általános 
II) képletet csak többször egymás után kell alkalmazni.
(2-dik Példa.) Legyen adva :
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í, x kdxV" ai— x 1
hol tehát ce-nek kitevője páros szám; akkor ezt is a fen emlí­
tett általános mintának bal részével hasonlítván össze, lesz :
1
: 4 ; n—2 ,  p = — 2 ’ a= aJ
miknek helyettesítéséből ered :
x 3 V a 2—f, x^dx ' +
és b= — 1 ,
3 a 2 r  x^dx'f a 2— -x-V  a 2— ce2 4
mely utolsó egészletre as általános képletet újra alkalmaz­
ván, lesz 2, a többi megmaradván, s így lesz :
dx ^ x^dx xV~dl — x~ , a 2
J  V  a 2— a:2 2 2 V\
mely érték helyettesítése által kapjuk 
x 3V^  d1—ctx Adx 3 a-xlda'í— x 2 . 3 a
V  d l—c 2 .4
a 4 r  dx 
• 4 j  V a 2— x q
s ezen kifejezésnek utolsó egészlete, mely végegészletnek is 
neveztetik, már ismeretes előttünk. Általánosan véve tehát áll:
*~2dx
= >
x mdx - 1K a2-
J l ^ a 2 - £C2 m r  'm J W
hol a—1 tétetvén, és a kijövő végegészletre mindig újra al­
kalmazván az általános mintát, páratlan kitevőre nézve 
kapjuk :
m— 1xmdx v  i — cc2r
J  V 1--£C2 m L
2m ü ------- - £Cn
m— 2
(wi —l)(m—3)
H -....+
(m—1 )(m—3)(w—5) 2.1
(m—2 )(m—4)
Ha pedig m páros szám, akkor nyerjük :
(m— 2 ) ( w — 4  )(m— 6 ) .......... 3 r j
xmdx V i - x ^ r i 1 m-  1 I
J  V ^ l — a?2 m  L
X J-
m-
1 i - 3
(m—1 )(m—3)
(m- -2)(m - 4 )
(w — l)(m
m -  5  j
3)
+
— 2~  +
(m — l ) ( m — 3 ) .......... 3
(m — 2 ) (m — 4 j .......... 2
.3
]+
-.arcsinx.
m(m—2)(m—4 ).......2'
21.) Nem gyéren azon eset is előáll, hogy az előbbi 
szám S) alatti kifejezésének egészelése, a kéttagú szorzó^? ki-
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tevőjének lenyomásától függ, hogy tehát ezen esetre nézve I3 
egy általános lenyomási képletet nyerjünk, a fen említett ki­
fejezést még így is szabad lesz előterjeszteni:
í* r*
ß). I xmdx (a-}-&2Cn)p —a I xm dx{a-\-b x"y~~x
(6/ Vr>
b \ x mJr"dx(a-\-bxnS)V~ {,
tj *
mely egyenletnek első megtekintéséből már látjuk, hogy jobb 
részének első tagja, esetünknek teljesen megfelel, csak a 
második tag lenne tehát kiküszöbölendő; mi végre czélszerw 
lesz, az előbbi szám II) alatti mintájában (m-J-n)-et írni m he­
lyett, és (p—l)-et írni p helyett, minek megtörténte után 
nyerni fogjuk :
Í , 7 , . 7 v , ccm+ 1(«4-ó,rn)pxn'+ndx(a-\-bxr>y  ---- i — -7--------
{j/ip-\-m-\-l)b
(m-f-l)a xmdx(a+bx*y~'np-\-m-\-l)b ?(
mely értéket az előbbi ß) egyenletbe tévén, lesz :
J'
7 / 1 7  \ xa'+\ci-\-bxnyxmdx(a-\-bxny — -----
0
n p - \ -  m  +  1
xmdx(a-)pbxay ~ 1(m-j-l)anp [ m-j-l
miből könnyű módon nyerjük :
.... C , , . . . x mJrl(a-\-bx")l> .III) \ x mdx(a-\-bxny = : ------> - - 41 np-\-m-f-1
npa xmdx(a-\-bx''y~l ,np-\-vi- \ - 1
s ez a keresett lenyomási képlet, melynek segítségével, mint 
látjuk, p kitevő egygyel kisebbíthető , a többi mind ugyanaz 
maradván. Nincs tehát egyéb hátra, mint ezen képletnek 
használatát egy pár példával felvilágosítni.
(1-ső Példa.) Meghatározandó e következő egészlet :
dx{l— x*)$;
akkor ezt az előttünk álló III) alatti általános mintával ösz- 
szehasonlítván, áll :
5*
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m = 0 , n— 2 , a = l  , ó =  -  1 és p —-,u
miknek helyettesítése által kapjuk :
a?(l—x i'fl , 3 
: 4 r  4SMi (l\£ -x -p íc?cc(l—a?2)*;
mivel pedig a nyert végegészlet még mindig ismeretlen, jó 
lesz reá az általános képletet még egyszer alkalmazni, mely
esetben p = \  lesz, a többi megmaradván, s így lesz :u
ídx( 1—®*)W=^Ü- c2)á | 1 ( dx“ + 2 j 7 i =
s ennek helyettesítése által nyerjük :
sc(l—a?2)i . 3a?(l—cc2)d arcsinxjd a G - ® 4) * - — ^  , 2 -4  , 2 .4
mi által tehát az adott egészlet teljesen meg van határozva.
(2-ik Példa.) Meghatározandó : J*x3dxVra2-J-aj2,
melyet a III) alatti mintával összehasonlítván, lesz : m— 3,
n=2, a = a 2, 6=1 és j? = -, miknek helyettesítése adja :u
■ \ —Jx^dxV^ a2-\-x*— x* V a2-!-*2 . aíW + ar5 1 5
mely utolsó egészletet, mint látjuk, az előbbi szám Ií) alatti 
mintája segítségével teljesen meg lehet határozni.
(3-ik Példa.) Adva van : J*dxV a-f-óa?, 
akkor a kellő összehasonlításból következik : m = 0, n =  1,
a= a , ó=ó, é s p = - ,  miknek helyettesítése adja :U
dx
V  a-f-Ó3
2ícVr a4-óíc . 2a,^—p— 
------3 + 3 6 ^ a+ te ’
mind ezekből pedig már könnyű belátni, hogy a kérdéses ál­
talános képlet miként alkalmazandó.
22). Következik a harmadik eset tárgyalása, mely ak­
kor áll elő, ha az említett ő) alatti kifejezésben xm szorzó 
fordul elő a nevezőben, és az adott kifejezésnek egészelése m
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kitevőnek lenyomásától függ. Egy e végre szolgáló általános 
képlet nyerhető az által, ha a IIJ alatti általános mintába 
(—m-\-n) iratik m helyett, mi által kevés összehúzások 
megtörténte után nyerjük :
Iv  v Cdx(a-\-bxu)v__
J
(a-|-óccn)p+1 . (np-\-n — m + i ) » r  dx{a +  ^ ° ) p *x
a(m—l)x m~1 ' (m—l)o J ccm~"
s ez a kívánt lenyomási képlet, melynek alkalmazását e kö­
vetkező példákból fogjuk látni :
(t-ső Példa.) Meghatározandó legyen :
dxS;x 3l^  a2-|-íc2 7
akkor ezt összehasonlítván az előttünk álló általános képlet­
te l, áll: m = 3, n—2, uziza1, b = 1 és p = — - ,  mik- 
nek helyettesítése adja : 
dx
'V a '+ x 'i '
mivel azonban, a most megtalált végegészletre képletünk töb­
bé nem alkalmazható, minthogy m=z\ miatt m—3= 0 lesz; ezen 
képletnek mind két tagja tehát végtelenné válik, mi is annak 
a jele, hogy ezen végegészlet, képletünk által többé nem tár­
gyalható, hanem, hogy azt más úton kell keresni, mely út e 
következő :
í; V  a--\-x^7~ 1 f  dx 2aqx* 2a\J x V ’
Tétessék : V a^-^-x^—a-^-xz, lesz xa=2azx-j-x2z2, tehát : 
x- és f e = 2a^ + f ) , továbbá
vegre 
adja :
V  a1-\-x<l
(i
i — ’
, s mind ezeknek helyettesítése
í dxV  a ‘2-j-3 1 /  a2-1-a?= ;J°9-------~ ■c ;
mi által tehát í dx' V a ^ í alakú egészletek azon esetre
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meghatároz vák, ha m páratlan szám. Hogy tehát a második 
eset is tekintetbe vétessék, vegyük fel tárgyalandónak e kö­
vetkező egészletet :
dxf V" a--J-.Te­
ákkor lesz : m—2, n— 2, ci—a-, b— 1, és 
tünk alkalmazása által tehát nyerni fogjuk :
V——* , képle-
f: <Jx V a-~x 2 a 2 -j-a r  a ~x
miből már látjuk, hogy ezen egészlet, ha m páros szám, kép­
letünk által teljesen meg van határozva, mivel ha m nagyobb 
lenne kettőnél, akkor az általános képletet csak többször 
kell alkalmazni.
(2-ik Példa.) Tárgyalandó legyen : 
i dxV^a-\-bx2
akkor áll ■2 ö=<7, b=zb} es p , s ezek-
íj
nek helyettesítése adja :
d xV  d-\-bx-  (a-J-bx^Y1y  ^dxV^a-\-bxl,x- ax
mely végegészlet a III) alatti képlet szerint tárgyalandó.
23.) Végre még azon eset tárgyalása van hátra, melyben 
az általános é) kifejezésnek kéttagú szorzója mint osztó for­
dul elő, az adott külzeléknek egészelése pedig p  kitevőnek 
lenyomásától függ. Egy e végre szolgáló általános képletet 
fogunk kapni, ha a III) alatti mintába (—-p-|-í)iratik_p helyé­
be, mely esetben kevés összevonások után nyerjük : 
xmdx ccm+1v.) ja-\-bx*)P na(p 
m-\-n—np~\~ 1 í*
— l){a-\-bxn)v 1 
xmdx
Kp— i) ,)(«+&»")náp 1 ’
ez pedig a kívánt lenyomási képlet, melynek segítségével p 
kitevő a nevezőben egy gyei nyomatik alább; használatát e 
következő példákból fogjuk látni :
(t-sö Példa.) Meghatározandó :
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í. dx(a2—íc2)5 ’
mely kifejezést az előttünk álló általános képlettel összeha-
5
sonlítván, áll : m — 0, n—2, a = a 2, bz=z—1 és p = - , kö­
vetkezőleg :
Í dx x  2 C* dx(a2—x 2)l 3a2 (a2— 3a2j  (a1*—a?’4)? ’
3
mely végegészletre képletünket újra alkalmazván, lesz : ,
a többi mind megmaradván ; s így nyerni fogjuk :
dx xí.(a- a2V^  a2—a?2
mely eredményből nyilván láthatni, hogy képletünk által az
S’ dx- —■-----n alakú egészletek teljesen meghatározvák.
(a4—íc2)^
(2-ik Példa.) A 17-ik szám 7) alatti példájában szétbontás
cít)0egészletre jutottunk, mely, mint látjuk, szinte
útján ^ 0 2- f  í ) 2
csak lenyomás által meghatározható ; ha ezt az V) alatti min­
tával hasonlítjuk össze, áll : m = 0, n = 2, a — 1 , 0=1,
P = 2, s így nyerjük :
dx x 1C dx
2 (1 + * * )^ 2 JX + í
x 1 ■ . _- arctycc-f-G.2(1+**) : 2
Egy igen fontos lenyomási képletet fogunk kapni, ha 
az V) alatti általános képletben m =  0 és n—2 tétetik, p kite­
vőt r-el felcserélvén; ez esetben ered :
C dx x
’ J
VI. ;2)r 2a(r—•l)(a- -^óa7i)ivTÍ 4 “
2r—3
2a (r—1) J  (a-\-bxl)v~ 1 ’
mely képlet, mint később látni fogjuk, sok esetben jó sikerrel 
alkalmazható.
24.) (Más lenyomási képletek.) Már az előbbiekből
dx
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ismeretes előttünk , hogy ___
V  2 a x —
meg; ebből pedig azonnal látjuk, hogy
* d x
í
miként határoztatik
x md x
V  2 ax- y,i
kifejezés­
nek egészelése egyedül csak m kitevőnek a lenyomásától 
függ ; egy e végre szolgáló általános képletet pedig 
(x m~x.Vr 2 a x  — -x 2) kifejezésnek a külzelése által fogunk nyerni; 
ha tehát ezenkülzelés az ismert szabályok szerint vitetik vég­
hez , az összevonás megtörténte után nyerjük :
ci(2m—1 )xm~1dx mxmdx
? -  ----------------------------------- -
V  2 a x —x l V 2 a x —x l ’
x  md x
d . (xm—h V  2ax—x~)~-
minek folytán áll szintén :
1 --------------------- ö  /-n 1 \  r  Xm~1dx í*xm~i. V 2ax—x- =a(2m—1) \  — - —m \
j  V"2ax — x'1 j
mivel pedig az utolsó tag esetünknek teljesen megfelel, ha 
azt ezen egyenletből kikeressük, lesz :
ajin-ij/' 2 ax—x 2
V  2 ax-
VII.) í x md xV  2 a x — x'1 , a (2 m —1) C  $ ^ ~ ld x
m J V 2 a x —a:2 ’
mely képlet segítségével m kitevő mindig egységgel nyoma- 
tik alább ; mivel tehát ezen kitevő O-ig lenyomható, az ilyen 
alakú egészletek ezen képlet által teljesen meghatározvák. 
Vegyük fel például e következő esetet :
x d xíVr2ax—cc2 ’ 
akkor m— 1 miatt, nyerjük :
S x d x — — V 2a x — <■í d x
=  — 2 a x —a?2—j— a.
V  2 a x —x i} 
a — •x
arc.cos
Egy új eset áll elő akkor, ha a most tárgyalt egészletnek 
x m szorzója a nevezőben fordul elő, mely esetben az egésze­
lés szintén az m kitevőnek a lenyomásától függ. Egy e végre 
szükséges lenyomást képlet az által nyeretik, ha a VII) 
alatti mintába (1—m) iratik m helyett, s a kellő mütéte- 
lek végbevitele után lesz :
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V III) í
\m—1 r ___
a(2m—1) j
dx __ V  2ax — a?2
xmV'2 CLX— X 1 a(2m— l)x-mA^
dx
V  2ax—a?2
mely képlet segítségével az ily alakú egészletek szintén teljesen 
meghatározhatók, mit abból lehet látni, hogy ezen képlet 
azon végesetre is alkalmazható, melyben m— 1, áll ugyanis :
í dx 
J  x \^2ax—x-
V  2ax—a;2
A 8 dik szám 8-dik esetében í dxV bx-\-c találtatott ,
ha ezen egészlethez még a;m szorzó is já ru l, akkor ez a kö­
vetkezőbe megy át :
xm.dxi/  bx-\- ccc2
melynek egészelése nyilván csak az m kitevő lenyomásától 
függ. Egy e végre szolgáló mintát pedig
óíe-f-ca;2)
kifejezésnek a külzelése által nyerünk, áll tehát :
_(2m—l')bxm~1dx . mcxmdxd.(xm~l bx-\-cxqy.
2 V  bx-\-cruc*
miből egészelés által kapjuk :
xm í. bx-\-cx"~z (2m—1 )b (* xm~1dx2 3 Vbx-\-cxCj
V  bx-\- ex7, 
í* xmdx■me I
J  bx-j-ca?2
mely egyenletből az utolsó tagot kikeresvén, lesz :
. xmdxIX). I _  xm 1 Vbx-\-cx<l (2m—l)óí xm~ldx Vbx-^-cx1 me 2mc J  Vbx+cx* ’
ez pedig a kívánt lenyomási képlet, mely azon esetre is al­
kalmazható, ha m = 1, áll ugyanis :
í xdx Vr bx-J-cxV  bx-f-cx1 2cJ dx
mely utolsó egészlet már ismeretes előttünk. •  ^ . ” (
Ha pedig az xm szorzó a nevezőben fordulna elő, akkor 
egy e végre szolgáló lenyomási képlet fog nyeretni, ha a IX) 
alatti mintába (1 — m) iratik m helyeit, s így nyerjük :
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X). C
t/
dx
x^ V~ bx-\- ex 
2c (m—1)
2 bx-\-cx- 
(2 m—l)b.xm 
dx
(2m l)ó j xm~i yrbx-\-cx°-}
mely általános képlet még azon végesetre is alkalmazható, ha 
m—1 , áll ugyanis :
dx *2 V  bx-^-cx"1
x \^  bx-\-cx^ bx
az adott egészlet tehát teljesen meg van határozva.
d deHa még a II) alatti mintát az
f
S V  a-\-bx- egészletre
alkalmazzuk, lesz :
xmdx  xm~l \^ a- -^bx"- (m—l)fXI.) í I* xm~2dx 3 ^a>-\-bxlV  rt-j-óx2 mb mb
e képletben pedig (2—m)-et írván m helyett, nyerjük :
dxXII.) íxmV  a-\-bx- 
(m—2)b í*
V a-j-ócc2
i(m—-l)#1“"
______  % _____
(m l ) a j  ícm a-j-ócc2
mely képletek szinte némely esetekben jó sikerrel használ­
hatók.
25.) (Háromszaku egészletek lenyomási képletei.)
Már az előbbiekben, nevezetesen pedig az 5)-ik és 6)-ik szám 
alatt, többféle háromszaku egészletek értékeit megalapítot­
tuk; itt tehát csak oly egészletekröl lesz szó, melyeket ezen 
ismert egészletekre lehet visszavezetni. Egy ily féle egész­
let e következő :
. f* dx
3 (a-\-ßx-\-yx*y*
melynek egészelése nyilván r kitevőnek a lenyomásától függ,
melyet ha 1-ig vagy  ^ ig lenyomni képesek lennénk, ez már
az ismert alakra lesz hozva, s így teljesen egészelhető. Egy e 
végre szolgáló lenyomási képletet pedig az által fogunk kap­
ni, ha a 23 ik szám VI) alatti mintájába (c-j-a?) iratik # helyé­
be, azután pedig rövidség okáért tétetik ;
dx
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a-j-óc~=«; 2bc—ß, és akkor a kellő elrendezé­
sek után e következő lenyomási képletet nyerjük : 
dx _ 2yx-\-ß
B ). h -\-ßx f  yx '^  (4ay— ß<i)(ß’—l)(a-\-ßx-]-yx'iy
3 1 +
(2 r —3)2 y Sí dx(áccy—ß-)(r—1)J (a+ßx-\-yxiy  1 ’ 
mely minta segítségével képesek vagyunk az r kitevőt 1-ig vagy
—ig lenyomni, mint e következő két esetből fogjuk látni:
f dx 2 r * + ß(4 ay—fi2) u-\-ßx~\-yx'‘)
4ny— ß - 1 r< —J— i“>.
dx
1x-\~yx2’
mely utolsó egészlet már ismeretes előttünk. Továbbá áll 
szintén :
dx _ 4yx-\-2ß
J  (a-\-ßx-\-yX2y  (4ay—ß~)^(t-{-ßx~\-yx'1
s így az ily alakú egészletek is teljesen megbatározvák.
Vegyük elő továbbá e következő egészletnek a tárgya
lását :
xdx
C) í(a-J-/9cc-{-yaja)r ’
akk or, bogy erre nézve is egy lenyomási képletet lehessen 
megalapítói, az előbbiekből már ismeretes előttünk, hogy áll :
f  xdx 13^(a-\-bx*y 2b(r—1 )(«+Ó£C*)2V- 1 >
< 04oJl .
/J&r
fa -s- 6 -
oOt. c í m
ez egyenletben pedig (.r-j-c)-t tévén x helyébe, azután 
a-y.bc'1—a, 2bc—ß és b—y írván, nyerjük :
: C* UJÜ .
2y) (a-\~ßx-\-yx-y
xdx 1
dx
(n-\-ßx-\-yx^y 2 y(r — 1 ßx-^-yx1)*—1 ’
itt pedig az első egészlet helyébe az előbbi B) alatti értéket 
téve, lesz :
xdx _ 2a-\-ßx
D) (ay-ßxy-rx-y  (4«y— íXa+zfa+ra?2/ - 1
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(2 r—3)ß F dx
(4ay—/92)(r—l ) j  (n-\-ßx-j-ycc2)1'- 1 * 
mely utolsó egészlet megint ismeretes előttünk. Ezen képlet
TIszinte alkalmazható azon esetre, ha az r kitevő - alakban for-
dúl elő, n alatt páratlan egész számot értvén.
Legyen továbbá meghatározandó e következő három 
szaku egészlet:
E) íi ydxV a-\-ßx-\-yx<l
akkor itt is azonnal látjuk, hogy ennek egészelése egyedül 
csak m kitevőnek a lenyomásától függ. Egy e végre szolgá­
ló mintát az által fogunk kapni, ha (a3m_1V^ a-\-ßx-\-yx<1) szor­
zatot külzeljük, minek megtörténte és rendbe hozása után 
nyeretni fog :
myxmdxd.(xm" 1V «-|-/5cc-|-y£c2)= -  _________  .v - n  - r /  ; l^a+ßx+yx*
(2m—l')ßxm~1d x . (m—Y)axm~2dx 
2 V  a-^-ßx-^-yx'1 V  a-\-ßx-\-yx<i 
mely kifejezésnek mind két részét egészelvén, és a jobb ré­
sznek első tagját kikeresvén, e következő eredményre jutunk :
xmdxF) íV  a-\-ßx-\-yx* n-\-ß x-f-yxamy
(2m— l)ß F xm~1dx (m— l)«f* xm~2dx
2my J  V -ßx-\-yxl mY J  ^ a - \-ßx'+ yx*
mely képlet segítségével már m kitevőnek a lenyomása kiesz­
közölhető ; így ha például m=z2 lenne, álland :
Í" x<idx______ x V  u+ßx+yx*a-\-ßx-\-yx- 2y
3ß F  xdx u F  dx
fy jV a + ß x + y x *  2yJ V  ci-\-ßx-\-yx<1’ 
mely utolsó két egészlet már ismeretes előttüuk.
Még hátra van egy lenyomási képlet azon esetre, ha xm 
szorzó a nevezőben fordul elő, milyen képletet az által fogunk 
nyerni, hogy az F) alatti mintába (2 —mi) tétetik m helyett, 
ennek és a kellő mütételek végbevitele után eredend >
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G)
mely már a kívánt lenyomási képlet, melyben ha m— 2 téte­
tik, lesz :
dxí dx ^  ct-\-ßx-{-yce'4 ß í2 a j x V  « - [ - / ?  íc- J - ^ sc2x 2V  ^a -\-ß x -\-yx '1 n x
mely utolsó egészlet már ismeretes előttünk.
Vegyük föl továbbá e következő egészletnek a megha­
tározását :
H) f  x md x  V a - \ -ß x - \ - y x (l^
erre nézve egy lenyomási képletet : xm~1(« -\-ßx-\-yx'1)  ^ kife­
jezésnek külzelése által fogunk kapni, és ha rövidség okáért: 
a-\-ßx-\-yx~=X tétetik , külzelés végbe vitele után nyeretni 
fog :
d.(x™~ xX $ )= (m -\-2 )y x ™ d x V 'X - \-  ^ ^ ? x ^ ~ ld x  V X +
(m— 1 )axm~2dxVr X , 
miből egészelés és áttétel által kapjuk :
( 2 m - f  l) /g  ^J) J Tm—iv |xmd x V  X— t^ - 'd x V  X( m-\-2)y {m-\-2)2y
(m + 2> J
s ez a keresett lenyomási képlet, melynek segítségével az 
adott egészlet J*dxV^a-\-ßx +7 x 2 alakra hozatik, mely alak, 
minthogy reá az előttünk álló képlet többé nem alkalmazható, 
úgy találtatik meg, ha a 21)-dik szám III) alatti mintájában 
m—0 , n— 2 iratik, és (c-j-a?) tétetik x helyébe, mely helyet­
tesítésnek folytán nyeretik :
K)
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s ezen képlet alkalmazása által, J * d x ismert, 
ővcmég pedig \ ____ alakra hozatik , s így ez is telje-is íV a-\-ßx-\-yx'1 
sen meg van határozva.
Ha a fenebbi G) alatti képletben (a-\-bx) iratik x  he­
lyébe, tehát bdx írandó dx helyébe, továbbá rövidség okáért 
tétetik
u-\-ßa-)-yaq— a' , ßb-\-2yab— ß' és yb^—y', azután még 
(t‘bn-—ß'abA-y'a,'1 A ß'b—2 y'a B
a=-------¥-----------' = ¥ ’ es <,= = n * — = T * :
akkor a kellő mütételek végbe vitele után nyerjük 
dx b\A X
L)í(a-\-bx)mV X  A{m -l)(a-\-bx)m- 1 
dx (m—2)y' í* dx(2m — 3 )B r  dx ( ) ' 7*
“ 2(m - l ) i J  (a + b x y - 'V X  ~~ (w ~ 1 )A ) \a - \ - b x ) ^ V X  ’ 
hol rövidség okáért a'-\-ß'x-\-y'xq— X  tétetett. Ezen képlet pe-
dxdig, mint látjuk, az adott egészletet \-
J ’ * J  (a+ b x )V X
hozza, mely alak már az előbbiekből ismeretes előttünk.
Ha a H) alatti mintába u = 0  tétetik, nyerjük :
alaki
M) ^ x mdxVr ßx-\-yx-z
mm'~ 1(ßx-\-yxi)% 
(m-\-2)y
mely képletben ha m—1 tétetik, áll :
Hogy még ez utolsó egészlet is meghatároztassék, a fenebbi 
K) képletben szintén «= 0  teendő, minek folytán áll :
N) j  dx(ßx+7x*y=
vß- ídx(ßx-\-yx<1)v 1,2y(2p-\-1)
mely képlet azon esetre , ha p= x  átmegy e következőbe :
EGÉSZLETI HÁNYLAT. 79
( dxVlxI (2?'a,+ |5) VjX+fX*ß( ___
j  M b  4,. s j K ^ + r * 2 ’
mely utolsó egészlet már az előbbiekből ismeretes.
Egy szintén nagy fontosságú lenyomási képletre jutunk 
V  a-\-bx-\-cx<1
X n~ X
kifejezésnek külzelése, és ezutáni egészelése által, mely míí- 
tételek végbevitele után nyeretik :
dx
p) ^dx^ a+ bx+ c< a-\-b x-\-cx-
1 ) j  xn~ 1Va-\-bx-\-cxa-
x n
dx
(n — l)x n~1
c C dx
' 1J  a»n~2j/ 'a-\-ln i  l ^ u - 2 ]  _J- b x - ^ - C X 1 
mely utolsó egészletek már az előbbiekben tárgyaltattak.
Ha pedig az előttünk álló kifejezésben a—0 tétetik , e 
következő lenyomási képletet nyerjük :
,2
Q)
dx
2 ( » - l ) #
mely utolsó alakok szintén már ismeretesek előttünk.
Ha pedig e következő egészlet vétetnék tárgyalandónak :
x mdx
a-\-bx-\-cx<1 ’
akkor cZcc-nek együtthatója okszerű való tört nem lévén , azt 
valóban végbevitt osztás által, részint egészekre, részint pe­
dig okszerű való törtekre lehet bontani, a mint e követ­
kező példából lehet látni :
x3dx
;a-j-ócc-j-cűc2 ’
bol az említett osztás és egészelés végbevitele után nyerjük :
bx , b'1—c xdx
és az utolsó két egészlet már ismert alakkal bír.
Ha pedig e következő egészlet volna tárgyalandó :
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í dxxm(a-\-bx-\-cx-') ’
akkor a?=—, tehát dx— — —n tétetvén, ezen egészlet e követ- u u -
kezö alakot kapja :
i a : “ í
umdu
au*-\-bu-f-c7 mely az előbbivel
ugyanaz.
Végre még czélszerü lesz megemlítni, hogy
1
(a-j-óíc-j-ccc2) 2
kifejezésnek a külzelése által e következő kifejezésre jutunk : 
, x13r>m—1 /y»m ^ /7  ry i 1/7/VJ7 1 \ ^ {ÁJ'X/ I / OU ^ UtÁ/d . •== [m—1 )a ——----\- (m~ó)bX2 v" X3 1 v" 'v ~ X3 '
. . x^dx(m 5)c—^ 3“ ,
hol rövidség okáért a-^bx-^cx^— X  tétetett, ebből pedig át­
tétel és egészelés által nyeretik : 1
1  V 3  F>\~ 1 X 3
mely képlet segítségével tehát, a bal oldalon levő egészlet
O^CCÍtJC alakokra visszavezethető, mely alakokCdx cV'vagy)X3
megint ismeretesek előttünk, minthogy a D és B  alatti min­
tákat lehet rájok alkalmazni.
EGESZELES SOROK ÁLTÁL.
26.) J*dxf(x) kifejezés egészelésénél sokszor azon eset 
fordul elő, hogy azt másképen egészelni nem lehet, mint csak 
úgy, ha f(x )  szorzót sorba fejtjük, ezen sornak minden tagját 
dx-e 1 szorozzuk, s azután egészeljük ; könnyű belátni, hogy 
ezen esetnek mindig be kell állnia, valahányszor a fen adott 
kifejezésnek véges egészlete nincsen. Azon sorra nézve pedig, 
melyre f(x )  függvény bontandó, mindig megkivántatik, hogy
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1 -szőr összetartó legyen, 2-szor pedig, hogy minden tagja 
könnyen egészelhetö legyen. A sor Összetartását illetőleg, azt 
kell tudnunk, hogy az egészeit sor a?-nek mind azon értékeire 
nézve összetartó lesz, melyekre nézve/('íc)-nek sora összetar­
tó, mert ha f( x )  függvény a és b határok között folytonos 
volna, akkor J*f(x)dx= F (x)  állván, F(x) szinte ugyanazon 
határok között leend folytonos, ezen folytonosságtól pedig a 
sor összetartása különösen függ.
Ha az adott függvény olyan, hogy azt a Mac Laurin tan- 
tétele szerint lehet sorba fejteni, akkor mindig áll :
f(x )= f(o )+ f'(o )x + f'(o ) f  2^ 4+ ......'
és ha ezen sor bizonyos határok között folytonos, akkor az 
ennek dx általi szorzásából s ezutáni egészeléséböl eredő sor, 
szinte folytonos és összetartó lesz, azaz áll :
ioC/rx)^=a/f<.)+|yr»)+^'(<>j+^4/'''(»)+...+c
Közelebbi felvilágosításul e következő példákat hozzuk elő : 
(1-sö Példa.) A külzeléki hánylatból tudjuk, hogy áll :
d.arc.tgx= dx1-j-íC2’ következőleg
* dx =arc.tgx-\-Ü,
ez pedig az adott kifejezésnek véges egészlete, mind a mellett 
azonban nem alkalmazható azon esetre, ha valamely ív hosz- 
szát érintője által akarnók kifejezni, ez esetben tehát arc.tgx 
sorba lesz fejtendő, mely sor tagjai x érintőnek hatványai 
szerint haladjanak, e végre pedig áll :
1
1 - f - a r 4
:1—cc2-j-íe4—£c,;-|-ícs Jo+  •
mely egyenlet mind két része dx-e 1 szoroztatván és egészei­
tekén, lesz :
f dx ^  . .
\ Y - ^ - arctgx~ x ~ ^ ^ T  ‘ 9 ■ - K ,
X*
W 1 5
hogy az állandó itt elenyésző, már abból látható, hogy ha x= 0, 
arc.tgx szinte elenyészik. Ezen sor pedig, valamint alkalmazá­
sa is, már rég óta ismeretes előttünk.
(2-dik Példa.) Hasonló módon tudjuk, hogy áll :
FELSŐBB MENNYISÉGTAN. TI. B. 6
8 2 FELSŐBB MENNYISÉGTAN.
dx
! V \ -
~a.rc.ymx+ C ,
hogy ezen ív is a?-nek hatványai szerint haladó sorba fejtes 
sék, áll legelőször :
......... ’
mely egyenlet dx-e 1 szoroztatváu és egészeltetvén, lesz :
1 x 3 . 1.3 x b . 1.3.5 x 7arc.sinx—x^r-  ~—j- 4 -2 3 1 2.4 5 1 2.4.6 7 
mihez szinte semmi állandó nem tartozik, mert arc.sinx, te-el 
elenyészik, a sor pedig f-j-1) és (—1) határok között igen
összetartó, mivel mint lá tjuk--—^—  függvény szinte csak
V  1 — x 2
ezen határok között folytonos.
(3-ik Példa.) A külzeléki hánylat elvei szerint áll :
d.(log{ 1-}-*))=: dx tehát : dx1—}—CC 7 jl-j-CC
ha pedig (l-|-cc)-nek logarithmusát, x változó hatványai sze­
rint haladó sor által akarnék kifejezni, akkor áll :
! ■—— 1—x-\- x-—x3-\-xi —xb-\-x6—......1 ~ | “00
mely sort ha dx-e 1 szorozzuk és egészeljük, lesz :
x- x c x4log(l+ x)= x - -  - f  -—  -  +  - —
mint már ismeretes előttünk.
(4-ik Példa.) Meghatározandó :
e,a*dx 
x ’f
mely kifejezés nem bírván véges egészlettel , csak úgy meg­
határozható, ha eax függvényt sorba fejtjük, a kij övö sor min-
docden tagját — el szorozzuk, és a kijövő tagokat egyenkint
egészeljük ; áll t. i.
. . , u, x- ,e'x= l-J -ax-\— - —
/ 3/-yj 3 a*x
2.3 1 2.3.4
minek folytán nyerjük :
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éiXdx _ , , , . a2x 2=C-\-Logx-\-ax-\- a3x 3 , a 4X4x ' " 1 • 22 1 2.32 1 2.3.42 1 .........  ' ' ’
mivel pedig a fenebbi sor sc-nek minden véges értékére néz­
ve összetartó, az előttünk álló egészleti sornak is érvényes­
nek kell lenni ce-nek mind azon értékeire nézve, melyek a 
folytonosság határai között esnek.
(5-ik Példa.) Megtalálandó legyen : 
dx -
V  óíc-j-ccc2P" a"—x2 
akkor ezt, hogy sor által egészeltessék, még így is szabad 
írni :
Í dx _dx íc<2_j~íV b x -\-cx 2V a 2—x 2 aJ S b x + c x A .  a’J bx-1— e r  J  V bx-\-cx
most pedig a Nevton mintája szerint nyerjük :
(.  íc‘- ' \ _ í   . x 2 . 1.3 x~  ' ' 2^ 4* a1 1.3.5 x 62.4.6 a6 '
mely egyenlet mind két részét dx
egészelvén, lesz :
Vbx-\-
-vel szorozván és
cx:
.fi
dx
V"bx-\-cxl V a2—x 1 
1 C x ldx 1 3 f  
a J  bx-\-cx2 2.4abj
í dxbx-1—( :+
x *dx
2«3 \ f  +  CX 2. 4«5J  ]fbx-\- ex2
mely egészletek már mind ismeretesek előttünk. 
(6-ik Példa.) Legyen adva :
 ^dx 1—e2cos2xz=z  ^dx{l—-e2coslíc)l;
akkor ennek egészelése végett könnyen nyerjük :
i -L
( 1  fc2COS2a?)5 =  1 —  -e2C0S2X —  CO *4 ü :cos°íc-j-
ennek pedig dx általi szorzása és egészelése adja : 
^ d x V 'l  — e2cos2x =  J  dx— dxcos2x
e4 L* e6 í*
—' 2^ 4 1 ^ xc0t>ix—2 4 0 1 ^xcos<ix~\~..........,
6*
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mely egészletek hogy miként tárgyalandók, később fogjuk 
látni.
(7-ik Példa.) Meghatározandó :
ídx. V 1—e2sc2V a-—x 1
akkor itt is a Nevton mintája szerint találjuk :
1.3.e6x°V 1 — eux'i= l e-x- e*xH2 2.4 2.4.6
s ennek folytán nyilván állni fog :
Íj 1—e-x2  í  dx e2 íV a2—a?2 ./ V a 1—a;2 % J  V  a"-—x"x^dx
e4 í* x^dx 
2-4j  V an-—x-
mely egészletek az előbbiek szerint már mind ismeretesek 
előttünk.
27.) (Bernoulli sora.) Ha az adott J*f(x)dx kifejezés 
véges egészlettel nem bír, akkor azt részletes egészelés se­
gítségével azonnal sorba leket fejteni, mi végre e következő 
kifejezés használandó :
J* iidv—uv—J'vdu,
hol u = f(x ) és dv= dx  tétetvén, lesz : du= f'(x)dx} és v~ x , 
következőleg :
f f ( x ) d x — xf\x )—f f  (x)xdx.
Az utolsó egészlet pedig újra tárgyaltatván az általános 
képlet szerint, tétessék : u—f'(x ) és dv~xdx, lesz : du—
f “(x)dx , és t>=—, miknek helyettesítése által kapjuk :
^ fX x).xdx— ^ fX x )-—) j ^ f ' ,(x).x<1dx-,
továbbá az utolsó egészletre újra alkalmazván a mi képle­
tünket, tétessék : ?<=/"(#) és dv=x-dxf lesz : dv=f'"(x)dx  
cc ^
és v==2 ’ m*knek folytán áll :
^ f \ x ) x %d x = = ^ f '( x )  -- ^ f " ( x ) x 3d x ,
b ezen utolsó egészlet, ha újra tárgyaltatik képletünk segítsé­
gével, lesz :
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u=f"'(x) és dv=zx3d x , tehát: du—f v(x)dx és v— '— , 
miknek helyettesítése által kapjuk :
^ f" {x )xM x= ^ -f,,,{x) — i  ^ f 'Y(x)xWx,
s igy már világosan látható, miként folytatandó ezen műtétéi; 
ha teh át ezen eddig nyert eredményeket egymásba helyette­
sítjük, e kővetkező sort nyerjük :
*íf(x)dx=C+xf(x)-]r  y / ( « ) +  ^ 3  
.........2.3.4' * ................ '
mely sor Bernoulli János feltalálójának nevét viseli. Ezen 
sor, mint látjuk, mindaddig összetartó , mig f{x) függvény 
folytonos.
(1-sö Példa.) Legyen sorba fejtendő :
íe~x*dx, akkor lesz :
f(x)=ze~*2— u és dv— d x , tehát 
du— —2e~xí xdx és v—x , következőleg :
S
ha pedig az utolsó egészletre képletünk újra alkalmaztatik, 
tenni kell :
w=e-x2 és d v= x-d x , tehát: du— —2e~%2 xdx és v = -r- ,o
mi által kapjuk :
! r p  3 Oe-*2x*dx= — f f - !íc4c£cc;
hasonló módon pedig, képletünket újra alkalmazván ezen 
utolsó egészletre, és ezen műtétéit tovább folytatván, e követ­
kező sort nyerjük :
2cc2 . (2sc2) 2 . ( 2 íc2) 3
~3~~T~lür~T'ls~Kf ]
mely sor cc-nek minden véges értékére nézve összetartó, 
(2-ik Példa.) Legyen sorba fejtendő ;
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dx
l + x ’
lesz : /(x ) : 1
/ '( * ) = —
1
(14-x)-
s általánosan :
ö> f \ x):
1 + * ’
1.2
(1 -j-cc)3 
1.2.3.4........n
tehát :
> /" '« ) =
1.2.3
4 >
(l+*)»+l ’
miket a fenebbi 2) mintába helyettesítvén, nyerjük :
W 'p rp rp<± ai?H/ tAy tA_/ | eAx ■ »Ay
;v3+l-j-íc 1-j-x 2( 1 —f—ec)2 1 3(1 -j-a:)5
mely sornak értéke nem egyéb, mint log{1-j-se), miről az ál­
tal lehet meggyőződni, ha e következő ismert sorba :
[ /v»2 rp 3 rp^ —|
x + 2  +  f  +  4  + ........ ]
yq-^-et írjunk x helyett.
28.) (Az egészlet alatti kiilzelós.) Ha helyesnek te­
kintjük e következő egyenletet :
1). J *y(x1a)dx=F(x)a) ,
hol azonban a nem állandó mennyiség, hanem egy se-töl füg­
getlen változó, továbbá F(x,a) valamint cp(x,a) szintén mind se­
re mind a-ra nézve folytonos függvények : akkor (a-j-a) tétet­
vén a helyébe de úgy, hogy (a-j-a) érték még mindig a foly­
tonossági határok között essék, e következő egyenletnek is 
állnia kell :
2). J'(p(x,a-\-u)dx— F(x,a-\-ct) ,
s ezen két egyenlet kivonása által nyerjük :
,/* y(x/t,-\-ci)dx—J*<jp(sc,a)=F(ce,a-[-«)—F(x,a) , 
mely kifejezésben ha « növet végtelen kicsinynek vétetik, 
tehát eZa-ra megy át, ezen egyenlet bal része nem lesz 
egyéb, mint :
d.J* <p(x ,a)dX'
da da ,
jobb része pedig nem lesz egyéb, mint : 
d.F(x,a)
da -da,
s ennek folytán áll :
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d.J'(f(x,a)dx__d.F{x}a)
da da
Egyúttal pedig könnyű belátni e következő egyenletek he­
lyes voltát :
t i n  / \ | d.y(x,a)q>{x,a-\-u)=cf{x:a)-\-----^-----a, es
4). F{x,a-\-.a)==F{x,a) -j- d.F(x,a) da
melyek elsejét dx-e 1 szorozván és x szerint egészelvén, lesz :
|  cp(x}a-\-a)dx=  |  q>(x,a)dx -j-a —^— —^ -dx,
s így a fenebbi 1) és 2 ) egyenleteket tekintetbe vévcn, áll :
F(x/i-\-a)=F(x,a)-\-u  ^^ Y ^ —^ d x ,
ennek pedig és a 4) alatti egyenletnek összehasonlításából 
ered:
miből a fenebbi 3) alatti egyenlet segítségével kapjuk
,a)dx
és ha ugyanazon eljárás n-szer alkalmaztatik egymásután: 
általánosan is állnia kell :
fdnq>(x)a) j   dn.F(x,a)da* dX ~  d X ^ '
Az 5) alatti egyenlet nyilván azt nyilvánítja, hogy mindegy, 
akár valamely adott külzeléki függvényt először egészeljünk, 
s ezután valamely független változó szerint külzeljünk , akár 
ezen műtétéi megfordítva vétetik elő, ha csak mind az egész­
let mind a külzelék a folytonossági határok között tartatik. 
Ha pedig így az a? szerinti egészlet meg van határozva, akkor, 
az 5) és 6) alatti egyenletek segítségével, lehetséges lesz, a 
megtalált egészletet bizonyos cc-töl független változó szerint 
külzelni, s az által új egészleteket felfedezni. A következő 
példák a dolgot felvilágosítják.
(1-sö Példa.) Az egészleti hánylatból tudjuk, hogy áll :
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Í S17177%0C 1dxcosmxzr:------  , és \  dxsinmx—-
J
cosmx
mely egyenletek m-nek minden, O-tól különböző értékére néz­
ve állnak ; ha tehát ezen egyenletek m szerint külzeltetnek, 
tekintetbe vévén az előbbi 5) alatti egyenletet, mely 
szerint áll :
/ / / ( /»/i O'Yí'í rirn rí í nr\ o/wi na rínn
ésd.{cosmx)dx_ d.J* cosmx.dx\ dm dm
d.(sinmx) 7 d.J* sinmx.dx
j  dm dm
m szerinti külzelés által kapjuk .*
d.(cosmx)
dm 
d.(cosmx) 
dm
= .—xsinmx, lesz tehát : 
.dx——J*x.dxsinmx,
minek x szerinti egészelésére tétessék :
xzzzu és dxsinmx=dv, lesz : duzzzdx, és 
cosmx
V — - -, tehát
í xdx.sinmx=-----cosmx-i-m m‘1 dxcosmx
x . sinmx— ----- cosmx-i------ —.m m"
Hasonló módon találjuk szintén
J- 'xdx.cosmx— —sinmx- m cosmxnn 2 f
mely egészletek, mint látjuk, egészen újak.
(2-ik Példa.) Az előbbiekből tudva van előttünk, hogy
£CmÍ“líxmdx m-\-1 ’
a fencbbi 5) alatti egyenlet szerint pedig áll
d J* xmdx  C*d.{xm)
dm í dm d x ,
ámde m szerinti külzelés által kapjuk :
d.(xm)d.(xm)= x rndmZogx, tehát: ^  Jz=zxmlogx,
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nyerjük tehát : J ’xmdxlogx, melyben :
xmdx= do , és logx=u tétetvén, lesz :
/7 SY>
v = —t—- és du= — , következőleg : m-}-l x
xm+lloqx xmdxtogx-=r-í m +  1 mJT
xm+Hogx ccm+1
y xmd x ,
m -\-1 (m -l-l)-’
mely megint új egészlet. Ha e kifejezésben m— 0 tétetik, 
ered :
J * dxlogxz=zxlogx—a?,
itt pedig cc-t ( i +  aa?)-e 1 és (1—aa?)-el cserélvén fel, nyerjük :
^ d x l o g ( í - \ - a x . l o g ( \ - \ - a x ) — , es
dxlog(\—ax)
a
1 — axlog( 1—aa?)-
a
1—ax
^  ' ' a ' ‘ a
(3-ik Példa.) Tudva van előttünk, hogy áll :
J  l°3a
ha megint az 5) alatti egyenlet tekintetbe vétetik, áll : 
d.J*a*dx_ (*d.(a?)
da í da -d x ,
ámde a szerinti külzelés által kapjuk :
d(ax) . . , ,—^ — =ccax , s ennek tolytán
J*xdxa*-1 y melynek x szerinti egészelése végett tétes-
CL*" ^sék : a ^ 'd x —dv, és x -=w, lesz : v—-—  és du—d x , követ-Loga
kezőleg :
fx áíc.ax—1= a?crloga log
s ez, mint látjuk, megint új alakú egészlet. E példában, vala­
mint az előbbi példákban is , nem szükséges az J ’udv— uv 
—J'vdu  képletet alkalmazni, hanem csak az adott egyenle­
tet egy új változó szerint külzelni; így kellő tekintetbe vévén 
az 5) alatti egyenletet, ha az utolsó példában adott egyenlet 
a szerint külzeltetik, azonnal nyerjük :
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xdxa , x ax~Hoqa a*~~ix_ — —;----------------~
, x — 1 « X - 1
loga- logo," loga loga
mint előbb.
(4-ik Példa.) Az előbbiekből ismeretes előttünk, bogy :
C 7 e&xI eaxdx= —,
J
mely egyenletet a szerint külzelvén, nyerjük :
f , cceax eax a?eax/ ' . 1 \xdxe™— --------- - = ----( 1------ )a a-2 a V oíc-'
ha pedig az adott egyenlet n szer egymásután külzeltetik a 
szerint, az utolsó külzeléki hányados nyilván lesz :
da(eax)= x neax, s így álland :
£ x'dx^ —- 6™ r  1 ——4- n(n—\) (n—2 ) .  I
)  ~~ a L (ax)* (ax)* + ......J
n(n—l)(w ~ 2 ) ................ 3.2.1
( a x ) n
(:2Q.) (Egészlet alatti egészelés.) Ha az előbbi szám
1) alatti egyenletét k ül z élj ük, nyerni fogjuk : 
d.Fíx.a) , *
ezen egyenletnek mind két részét pedig da val szorozván , és 
azután a szerint egészelvén, á ll:
J "* d.F(x,a)da_dx
d.J* F(x}a)da 
dx
: |  qp(x,a)daf avagy : 
|  (f{x,a)da,
miből következik :
d  S  F (x fa )d a — J ’ g (ír, a) riad a?, 
ezen egyenletet pedig cc szerint egészelvén, lesz :
J* F ( x fa ) d a = S S  y (x ,a )d a d x }
mely egyenlet jobb része tehát azt kívánja, hogy először a 
szerint, azután pedig x  szerint vitessék véghez az egészelés. 
Mivel pedig az előbbi szám 1) alatti egyenlete, ha c/a-val szo- 
roztatik, azután pedig a szerint egészeltetik, e következő 
eredményre vezet :
S  F ( x ,a ) d a = .S  S  (i jd x d a ,
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állnia kell nyilván e következő egyenletnek is :
S  S cp(x,a)dadx=J* J * q>(x,a)dxda, 
mely nevezetes egyenlet azt tanúsítja, hogy mindegy, bármely 
rendben egészeltetik kétszer egymásután az adott külzeléki 
kifejezés, ha azon változók, melyek szerint történik az egé­
szelés, függetlenek egymástól, és az egészletek határai a foly­
tonosság terén maradnak. Felvilágosításul e következő példá­
kat hozzuk elő :
(1-ső Példa.J Ismeretes előttünk e következő egészlot :
S* adx-----==arr,. smax.
V l—a2íc-
Ha ezen egyenletet da-\al szorozzuk, és a szerint egészeljük, 
lesz : * a d x d a
V" 1— a  
de az előbbiek szerint áll :
a d x d a
a C ,= r=  \  da .arc.si 
n- x n- J m a x ,
r  í *    C C adetdx  
1—a n-x°-V 1—a^X-
ha tehát először a szerint vitetik véghez az egészelés, á ll: 
ada _ V l —a^x1
minek folytán nyerjük :
í a  x - ' • -/.'L ______' 'V/-ä
. r -
a rc s in .a x —  — \  d x . \ f  1 —g2íc2
hol --et tévén x  helyébe, áll :
T . a C  V  x z1 da .arcsin - ~  1 d x .----
J  x J  3
- a 2 
x  ’
mely egészlet meghatározására, jó lesz annak mind számiá. 
lóját mind nevezőjét (V a?2—a2)-val szorozni, s nyerjük:
C _ V  x'1—a2 x d x
y  ~ - J  j ;
d x
'V  x 2-
ezen egyeniet jobb oldalán levő egészletek elseje már isme­
retes előttünk, minthogy áll :
x d xfV  X  2 — a 2.= V  x 2—a2,
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a második egészlet meghatározására pedig tétessék : 
du
=  - C
x = -  , lesz dx—— minek helyettesítése adja :
t dx j ^ r du 1 . Z' a \— -a rc .sm l----1—álul a ^
í
1 • « , Ml= ----arc.sin- . s így áll :a x*
7 , ,  Z  ------------- J" I , Ct
d a .a r c . s i n - =  r  a r — a ~ -j-a .a r c .s iw - ,
és ha az « mennyiséget a?-el felcseréljük, lesz :
fdx.arc.sin- =  V a2—a^-f-cc.arc.sm
(2-ik Példa.) Adva van e következő ismert egéazlet :
J  j = ^ 3 = % ( 1+ a * )—
Ha ezen egyenletnek mind két részét eZu-val szorozzuk, és a 
szerint egészeljük, nyerjük :
í* (* 2adadx Pdx, „ ..
mit az előbbi egyenlettel összehasonlítván, ered :
—a<1x'1')—^  dalog{ 1—ax')— ^dalog{\-\-ax) ; 
mivel pedig könnyű módon találtatik :
.1
í
dalog{\—ax)— alog(l- ax)—a— d^°g(1—ax), és 
da. log (1 -\-ax)=(ilog( 1 -ax) —a-}-- °^9 (1H“ ax) »
ezek egymástóli kivonása által kapjuk :
f^ % ( 1— a ^ ) = a lo g ^ j~ x~~
s így látjuk, miként lehet az egymásra következő kettős egé­
szelés által új egészleteket felfedezni.
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A TÚLLÉPŐ FÜGGVÉNYEK EGESZELÉSE.
30.) (A logarithmusi függvények egészelése.) Loga- 
rithmusi külzeléki függvényeknek azok neveztetnek, melyek­
ben a változó külzeléke, ugyanazon változó valamely függvé­
nyének logarithmusával szorozva fordúl elő. Ilyféle külze­
léki függvénynek legegyszerűbb alakja dx(logx)", melynek 
cgészelését kell mindenekelőtt tárgyalnunk.
Meghatározandó legyen tehát :
^  dx(logx)n,
akkor könnyű belátni, hogy ennek egészelése egyedül csak az 
n kitevőnek lenyomásától függ, egy e végre szolgáló lenyomási 
képletet pedig J*udv=uv—J*vdu minta segítségével nye­
rünk , ha benne u— (logx)n és dv—dx tétetik, mely
esetben áll du=n(logíc)n_1.— és v— x ,  miknek helyette­
sítése adja :
1). ^  dx(logx)n=x(logx)u—n  ^dx(logx)n~?f
mely kifejezésnek első megtekintéséből látjuk, hogy az n kitevő 
az utolsó egészletben már egységgel nyomatik alább, továb­
bá azt is könnyű belátni, hogy ezen minta segítségével az n ki­
tevő zérusig lenyomható, s így az ily alakú egészletek ezen kép­
let által teljesen meghatározvák, ugyanis ha n = l ,  akkor áll :
x=xlogx — x.
Ha pedig (logx)n mennyiség mint osztó fordulna elő, 
akkor egy e végre szolgáló lenyomási képletet az által nye­
rünk, ha az előbbi 1) mintába (1—n) iratik n helyett, ez eset­
ben t. i. eredj
dx _ x _____j___dx
J  (Jogx)n (n—1 )(logx)n~1 ' n—íj( lo g x )n~i>
mely képlet segítségével az n kitevő szintén mindig egységgel
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maradó í
nyomatik alább, azonban könnyű belátni, hogy általa az n ki­
tevő még sem nyomható le zérusig, hanem csak egyig, a hátra
----- végegészlet tehát más úton lesz meghatáro­
zom---------------- ,
zandó, mely utat később fogúink látni.
Továbbá meghatározandó legyen e következő kevert 
egészlet :
Xdx(logx)n,f
hol X  alatt íc-nek valamely függvényét kell érteni; akkor en­
nek egészelése szintén csak az n kitevőnek lenyomásától függ, 
mi végre megint a fenebbi általános képletünk lesz haszná­
landó, melyben it=z(logx)n és dv— Xdx teendő, s lesz : 
dx C
d u = n { l o g x y és u== 1 X d x= X  , 
miknek helyettesítése által kapjuk :
' dx(logxY~x43). V Xdx(logx)n=. Xilogx) r X (- nr
mely képlet segítségével az n kitevő szintén 0 -ig lenyomható , s 
így a hátra maradó J*Xdx alakú végegészlet már könnyen 
meghatározható. Ha az utolsó képletben X = x m tétetik, lesz: 
xm+\logx)n ní4)- \  x mdx(logx)nz m-\- 1 —J— 1
mely minta segítségével az adott egészlet J*xmdx alakra ho-
■íxmdx(logx)"~
zatik vissza, melynek egészlete m-j-l , s így az adott egész-
Í 7 , xHoqxxdxlogx =  —
let teljesen meg van határozva. E következő példában áll:
x a~
T
Ha pedig az utolsó 4) alatti képletben (1—n) iratik n 
helyébe, e következő lenyomási képletet nyerjük :
xmdx £cm+ 1 m-\-1 É* xmdx
(logx)n (n—\)(logx)n~* ‘ n -  1 J  {logx)"~x ’
mely képlet segítségével az n kitevő szintén egységgel nyoma­
tik alább, de azt 0 -ig lenyomni lehetetlen , a végegészlet te­
hát, melyre jutunk, ez lesz :
5 ).
j
í
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í'xmdxlogx , melyet más úton kell keresni.
Ezen út pedig e következőkben áll : tétessék
a?m +l= z , lesz: (m-\-\)logx=:logz, és (m-\-V)xmd x —dz ,
akkor az utolsó két egyenlet osztásából ered :
xmdx dz (*xmdx í* dz- ----=r -—  , tehát szinten : \   ------— I -----logx logz J logx l logz
mely utolsó egészlet meghatározására teendő :
dze"= z , s lesz : u=logz és dv=z— , következőleg :
endu—dz} ha t. i.' e a természetes logarithmu-iok alapszáma, 
miknek folytán áll :
Hogy pedig ezen kifejezés egészeltessék , e11 kitevoleges men­
nyiség , u változónak hatványai szerint haladó sorba lesz fej­
tendő, mely sor e következő :
s ezen c-gyenlet mindkét részét--- val szorozván s egyszers-
'll
mind egészelvén, nyerni fogjuk :
í u-e- ^ _ l 0g u + u + ^  +  ~  +  +
itt pedig fi helyébe z-ben kifejezett értéket tévén, lesz : 
dz . . (logz)2 . (logz)3 .j  I ^ = l^ + l o g z +  L-SJ. ........... ;
végre a kérdéses íc-ben kifejezett egészlet lesz :
íxmdxlogx —log(m-\-l)-\-loglogx-\-(m-\-l)logx-\- (m-^-ty-log^x2 ^(m-\-l)3log3x
2^ +
ezen egészlet tehát, mint látjuk, csak sor által előterjeszthető.
A részletes egészelés J*udü=uü — J*vdu képlet segítsé­
gével e következő logarithmusi egészletre is alkalmazható :
dx[log(x-\- V l-j-a,'2)]", melyre nézve teendő :
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5 /1  ?ikß£)a u=[log(x-\-V l-f-cc2)]n és dv—d x , s lesz : u==«, és
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cía?
K I -^ -cc2
du^-nllog^x-^V  l-J-cc2)]"-1 
miknek helyettesítése által nyerjük :
dx [log(x-\- V i-|-íc2)]"=r£c[log{x-\-V 1-j-x2)]“
( xdx[log(x-\-Vl-j-íc2)]"~1
~  j  '
Tla pedig ezen utolsó egészletre újra alkalmaztatik a fen emlí­
tett általános képlet, tévén :
tjcddc —_______
^===~— dv, és [log{x-\-Vrl-j-032]n~1=w 7 lesz :
v— V^X-^-x" és du—(n—\)[log(x-^-Vrl-|-a;2)jn~2— , 
s akkor e következő eredményre jutunk:
—{>1— 1) 1+a?2)]"-3,
minek helyettesítése a fenebbi képletben adja :
^  dx[log(x-\-V\-\-x-)]n—x[},og(x-\-\^\-\-x<1)]n
—nV \-\-x'1[log{x-]r Vr l-f-a?2)]"'-1 
-}-n(rc—1)^ dx^ogix-^V^ I-J-íc2)]"-2,
mely utolsó egészletet, ha megint tárgyaljuk képletünk szerint, 
és ezen műtétéit úgy folytatjuk, e következő eredményt fog­
juk kapni :
í
r
dx[log{x-\-Vr l-J-cc2)]n=[£o</ (aj-j-V  ^1 ~f_a^ a)]n*
n(n—l)xnV^ 1 —jc*2 .
log{ív-\-V l-|^a?2) log-{x-\~ V' l-f- *2)
n(n—l)(w—2 )V^  1-H c'4 _
lo(f ( x - \ - V  l+x*) ......................J
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mely általános kifejezésben csak n helyébe az illető érték te­
endő; így ha r?=l, nyerni fogjuk:
 ^dx. log( x - \ - V  1 -\-xl)=xlog(x-\- V  l-j-oc*2)—V 1 —J— .
Legyen tárgyalandó még e következő egészlet : 
rdxlogx 
1 a-\-bx ’
akkor erre is alkalmazván a részletes egészelést, tétessék :
logx—u, és 
1
dx , , , dx— lesz duz=z— esa-\-bx x
v=jlog(a-\~bx), miknek helyettesítése adja :
\  \logx.log(u+bx) j
mely utolsó egészlet már csak sor által meghatározható , mi
Ja ->lx)s £“1“ 'I i & ' I  )végre azt így is szabad írni :
Ó4SC4
4a*~
elvemit — -el szorozván és egészelvén, nyerjük :
bx
a
b*x* b3x 3 
>“ T  Ö T
b^x4
2 2« 2 1 3 V  4 2a 4
s így az adott egészlet e következő értékű lesz
Cdxloqx 1, , a-\-bx x  , bx- b-x3\ —T i~ = T  logx.log—*-----J a-\-bx b * * a
.
a ‘ 2 VíT
Ó3ÍC4
3%3 1 4'2a*
Ha pedig e következő alakú egészlet fordulna elő :
^  xmdx.log(o-\-bx),
akkor erre is a részletes egészelési módot alkalmazván, 
teendő :
xmdxz=zdv, és log(a-\-bx)=:u, s lesz :
scm+1
s ezeknek folytán nyerjük :
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es du= bdxa-j-óa
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íxmdxlog(a-\-bx)z xm+Hog(a-pbx)m +  1 m—1 ) a-\-bx ’
mely egészlet már igen könnyen meghatározható.
C xm+1 
í j
Legyen adva még • f  ^
' 3 *
(logx)n, akkor ennek egésze­
lése végett tétessék : logx— z, lesz dz, és (Jogxy—z* , 
következőleg :
Végre legyen meghatározandó még e következő egészlet:
j x
akkor ezt is részletesen tárgyalván, tétessék : log{ 1—a'x-'j— u
dxés — — v> lesz : dn—x-
2a‘1xdx és u—--- , követ-x1—aqx - 1
kezőleg :
j  p o g ( \ - a W ) =  - h o g (  l - a ^ ) - 2 a " - J
mivel pedig tudjuk, hogy áll :
dxí> 1 1 -j-asc 2a °gi —a x ]l — a,2x q
ha a jel is kellő tekintetbe vétetik nyerni fogjuk :
íP ° e ( i - -a<2x -)= — -Zog(l—alx2)-\-alog^-^ —- ”.x  " ' ’ ’ J l-j-a5c’
31.) (A kitevös függvények egészelése.) Ha az adott 
és egészelendő külzeléki kifejezésben kitevös függvény mint 
szorzó fordul elő, akkor ez kitevös külzeléki függvénynek 
neveztetik. Ilyen külzeléki függvények egészelésére minde­
nek előtt azok alap-alakjait kell bemutatnunk, melyek már 
ismeretesek előttünk, és e következők :
Í nx (* am]íaxdx= ------ \-C, --^ 2). \  amxdx— —------ \-C,
loga 1 J I mloga
mely két kifejezésben, ha e iratik a helyébe, értvén e alatt a
természetes logarithmusok alapszámát, nyerjük :
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Hasonlóképen helyes lesz e következő két kifejezés
i0 h lx = -
-e X-J-C, és 6 ) \e~ mxdíc = ------- 1-C.
J  m
Ezeknek előrebocsátása után, tegyük feladatunkká e követ­
kező egészletnek meghatározását :
^ax.xndx,
akkor itt azonnal látjuk, hogy ennek egészelése csak az «kite­
vőnek lenyomásától függ, egy e végre szolgáló képletet pedig 
az által nyerünk, ha az adott kifejezésre a részletes egésze­
lést alkalmazzuk, minek folytán teendő :
a*a*dx=dv és xr'= u , s lesz : v=-----, és du=nx"~1dx,Logo
miknek helyettesítése által e következő eredményre jutunk :
7.) a*.xn.dxz — \  a*.xn~ld x ,logo logo
mely képlet segítségével, már az n kitevő egygyel nyomatik 
alább : hogy pedig ezen kitevőt O-ig le lehet nyomni, követke­
zik abból, hogy ezen képletet n=:l esetre is lehet alkalmaz­
ni, melyben áll :
( 7 xax ax.xdx= - — lo(J ■C,log» (Joga)'1
az ily alakú egészletek tehát teljesen meghatározvák.
Még egy második esetnek tárgyalása kínálkozik itt, ha 
t. i. az xn mennyiség mint osztó fordái elő; a meghatáro­
zandó egészlet tehát ez lesz :
*ci*dx 
xn ’
erre is a részletes ogészelési módot alkalmazván, tétessék :
d x  X
?í=aK és dv— ~ .  lesz: du=áKdxloga és « =  — -----7— —;,x n («—
s ezen értékek helyettesítése azonnal adja :
Caxdx ax , logo Ca'dx
(n—I)*"“'1"1" u—1J  z" - 1 '
hol már látjuk, hogy az n kitevő Ggygyel kisebbittetett j ezen 
képlet segítségével azonban még sem lehetséges O-ig le­
nyomni a kérdéses kitevőt, hanem csak egyig, s ennek folytán
7*
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Caxdx egészlet más úton meghatározandó, mely út egyéb-
f
iránt már az előbbi számban megmutattatott.
Vegyük elő még e következő egészlet meghatározását: 
*a*dx 
V x
Ezt is csak részletesen lehet egészeim, mi végre teendő : 
s les
V x
miknek helyettesítése adja :
*axdx a* ^
a*dx— dv és
P
ax 7 ___ dx
loga 6 S  _. 2xVrx '
1 Í
' axdx
2  loga j x V ^  X
mely utolsó egészletet megint részletesen tárgyalván, tétessék :
, j  , , . , Sdxa*dx— dv és — s lesz : v= ~ — és d u = ----------—,
xV  x loga 2xq\/ x
s ezeknek helyettesítése által kapjuk :
1 1* axdx_ ax , f* axdx
2 logaj x i f  x 2xV^x{loga) 2 í2,\logn)<1 j  x ?
ha pedig ezen utolsó egészletet újra tárgyaljuk részletesen, 
könnyű módon nyerjük :
2\logg)
C a*dx_
j  cc2 V  x
3 a* 3.5
22x2 Vx(loga)3 ' ^ 3(^°ga) j  x 3Vrx 
mely műtétéit folytatván, és a nyert eredményeket egymásba 
helyettesítvén, e következő sorra jutunk :
ídx
Caxdíc a* r  1 ,
1  ^ 1 3 1
J  V x ~  ^xLloga ‘ 2x(J,oga) <11 2<ix\loga)3 J
3.5
23(loga)3 } x * V x '  
miből láthatni, hogy ezen egészlet csak sor által meghatá­
rozható.
Hasonló módon találtatik meg e következő egészlet ér­
téke is :
(*á*dx_ a* r  1 _____1____  ,
1—x  1 —£c|_ loga (1—x i^loga)"1
1.2___________ 1.2.3 ■ 1
(1  — x^-Qoga)3 (1—x)3(loga)* ' * J
32.) (Még némely kitevős egészletek.) Ez alka-
a*dx
í
magyar
o m a n y o s
X A D É  M  I A
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lommal olyféle egészletekröl lesz szó , melyek a kitevös és 
háromszögtani függvényekből összekevervék, s melyeknek 
egyenes egészelése csak úgy lehetséges, ha tiszta kitevös ki­
fejezésekre vezettetnek vissza. Az itten előforduló esetek 
elseje ez :
íemx.d x .s in n x ,
melynek egészelése végett e következő két minta haszná­
landó : -  ^ IfaÜÍK Po-fv : 'd **
g n x ^ —1 g —n x V —1 gnxV'—l _ l _ g —m V '— 1
a) sinnx=-------- ----------  és b) cosnx=---------h----------,
'  2 1 ^ — 1 2
mely értékek elsejét az adott egészletbe tévén, lesz :
íemxd x  .sinn x i emxd x  Fe"2r - l  J L V—l_g—nxt7'—12 V -
és ha rövidség okáért tétetik :
m - \ - n V  — l= a , és m —’n V —1 ==«, 
e következő két egészletet nyerjük :
Semxd x s in n x=  - 1 eax d x ------^=  \  eaKd x2 V - l )  2 K - l J
]
2 a V  — 1 eax— 2 a V r - l e ax
4 aa
^  J t  K.
itt pedig a és « helyébe a fenebbi értékeket vissza helyette­
sítvén, e következő kifejezésre fogunk jutni :
íemxd x s in n x = z - 2+ r D „—nx^—X)2 K — 1
w(enx^ ~ 1-4-e',—nxV^ — 1]
hol az a) és b) alatti értékeket helyettesítvén, lesz :
S* emxemxd x s in n x——q ^ J m sin n x—n cosn x)-\-C .
Ez egyenletben n = l  tétetvén, nyerjük :
20
(m sin x—co8x)-\-C .
Vegyük elő most a második esetnek a tárgyalását, azaz ;
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em*dxcosnx,
akkor cosnx helyébe a fen kitett értéket tévén, ered :
^  emxc?íccosaa?=^ea}t6?íc-|-^eaxc?íc,
hol a és a-nak a fen előhozott értékei vannak , ezen két 
egészletnek értéke pedig lesz :
__ eax_  «eax-f-«egx 
2a 2a 2 aa ’
itt pedig a és a helyébe az ismert értékeket tévén , és az a) 
és b) alatti értékeket tekintetbe vévén, lesz :
13.)  ^emxdxcosnx==:—y-|—-(mcosnx-\-nsinnx)-\-C,
és ha n = l , akkor áll :
'> íemxdxcosx2 (mcosx-\-sinx)-\-C,m2-}-1
njiböl tehát az a) és b) alatti képletek hasznát látni lehet.
Egy harmadik eset e következő egészletnek a megha­
tározásában áll :
femxdxsinQ x ;
itt is sinx helyébe kitevös mennyiségek által kifejezett érté­
ket helyettesítvén, nyerjük :
sinlx  —^ ^ 2 —elx^ ~í — ^  , következőleg
^e^dxsin^xrrz — -----eaxdx— ^ ^ e axc/cc ,
hol a—m-\-2yr — 1 és a—m— 2 \ f  — 1 , ennek folytán áll 
szintén :
-mx «eax-fae«xfemxdxsin‘2x = c2 m 4 aa
itt pedig a és « helyébe értékeit vissza helyezvén, lesz :
íem*dxsiriix=7 {jncos2xm\ ~ 2 s Í 7 i 2 x ,*2 m  2 (m 2- } - l ) v
mely egészlet még átalakítható, ha t. i. cos2x és sin2x helyébe 
az ismert értékek tétetnek, s ennek folytán lesz :
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„  f
, . 2emx . emxsinx(msinx—2cos-x) . ~emxdxsin-x=  ------------------------------ -\-C.
Hasonló módon tárgyaltaik e következő negyedik
eset is :
íe^dxcos^x,
hol cosx helyébe az ismert kitevős értéket tévén, és hasonló 
mütételeket vivén véghez, nyerjük :
2emx . emxcosx(mcosx-\-2sinx)16 ’) 1 emxdxcos-x— --|-4
Czélszerü lesz most e következő általános egészletnek 
a tárgyalása :
Jemxdxsinnx ,
melynek egészelése, mint látjuk, csak az n, kitevőnek lenyomá­
sától függ; egy e végre szolgáló lenyomási képlet pedig 
csak részletes egészelés által található’, J*udv=uv—J*vdu 
minta segítségével, melyben legelőször teendő : 
emxdx=dv  és sinnx= ii} s lesz :
6mxv ~ —  és du=zníiinxn~ldxcosx,
miknek helyettesítése által kapjuk :
emxsinnx n
J'emsdxsinux ■ 1— 1 dx.e^sinx^^cosx,m m
mely utolsó egészletet újra részletesen tárgyalván, tétessék :
emxemxdx— dv és sinn~*xcosx=u , s lesz : v = — , ésm
du=(n— 1 )sinn~2xdxcos'1x—dxsinnx , 
s ezeknek helyettesítése adja :
íemxdxsinn~1xcosxz emxsin"~lxcosx
Íemxdxsinxn ^cos^xA---- \ emxdxsinnx ,mJ
hol cosix = l —sinQx tétetvén, lesz még
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emxdxsinx"~lcosxz emxsinx'l~ lcosx n— 1
- Cm j
m m
emxdxsinnx ,
emxdxsinxn~2-\-
minek helyettesítése a fenebbi képletben adja :
, . emxsinxn~i(msmx—ncosx)
1 emxdxsmnx = ----------- -— ----------------m1f
ebből pedig nyerjük :
7.) ^emxdxsinnx-
-—— — £emxdxsinn~2x,
J
emxs inn~lx(msinx—ncosx)
n(n—1)
m2-\~n<1
I emxdxsinn~2x ,
me ly képlet segítségével az n kitevő két egységgel nyomatik
alább, s így ha n— 2 , lesz :
C , . „ emxsinx(msinx—2 cosx) , 2emx
1 emxdxsm *x= --------v .-------- '4---- ,
1 ra2-}-4 m(m—J-4)
mint előbb már megtaláltuk. Ha pedig n = l ,  lesz :
* . emx(msinx—cosx)emxdxsinx= - — *-------------- —
!■ m°-1-1 *
mint már szintén ismeretes előttünk.
Hasonló módon pedig, ha szinte részletesen járunk el,
e következő általános kifejezésre fogunk jutni :
„ N (* , emxcosn~lx(mcosx-\~nsinx) .
8 .) I emxdxcosnx = --------------------- !--------4~J J  m2-j-n2 '
n(n—1)4* 0—Vi— „ I emxdxcosxn~2.
I
mi által az n kitevő szinte két egységgel nyomatik alább.
Még nem lesz felesleges megmutatni, hogy az 1) és 2) 
alatti képletek szintén részletes egészelés által nyerhetők ; 
ugyanis az J*emxdxsinnx egészletben tétessék :
gin x
u=zsinnx és dv=zemxdx. lesz du=ndxcosnx, és —m
mely értékek helyettesítése adja :
emxsinnx9.) ^em*dxsinnx: " - f
mj
emxdxcosnx.
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ezen utolsó egészlet pedig, ha szintén részletesen tárgyaltatik, 
tévén cosnx=:u, tehát —ndxsinx, s v és dv-nek előbbi ér­
tékeit megtartván, nyerjük :
I10 .) \  emx dxcosnxz e"'xcosnx emxdxsinnx,
mely érték helyettesítése adja :
C gmx
\ emxdxsiunx=:— —rÁmsinnx—ncosnx)-\~C, mint előbb.
Szintúgy járván el, nyerni fogjuk e következő képletet is : 
í* emxI emxdxcosnx=— (mcosnx-\-ns ínna?)4- C,
mely szintén már az előbbiekben megtaláltatott. Ezen utolsó 
képlet az által is nyerhető, hogy a 10) alatti mintába a 9) 
alati mintának az értéke helyettesíttetik.
A HÁROMSZÖGTANI FÜGGVÉNYEK  
EGÉSZELÉSE.'
33.) Valahányszor a változó külzelékének szorzója, ugyan­
azon változónak valamely háromszögtani függvénye : akkor 
ez háromszögtani külzeléknek neveztetik; az ilyféle külzelékek 
egészelése pedig, a háromszögtani függvények egészelését 
foglalja magában. Hogy ezen, különféle alakban előforduló 
háromszögtani külzelékeket annál könnyebben lehessen egé­
szeim, e következő ismert alapegészleteket hozzuk elő :
1 .) ^ dxsinx=z—cosx, 2 ) ^  dxcosx=siux
r, \ C j • cósnx , . í* sinnxo.) Xdxsinnx—-----—— f es 4) I dxcosnx=s:----- .
Ezeknek előrebocsátása után, vegyük egészelendőnek e kö­
vetkező általános háromszögtani kifejezést :
I.) ídxsinmxcosax ,
melynek egészelése részint az m, részint pedig az n kitevőnek 
lenyomásától függ; nem gyéren azonban azon eset is fordul elő, 
hogy a kívánt egészelésnek véghez vitelére, ezen kitevők 
egyike lenyomandó, másika pedig nagyobbítandó. Az e czél-
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ra szolgáló általános képleteket, szinte csak részletes egésze­
lés által lehet megtalálni; mi végre vegyük fel először, hogy 
az adott kifejezésnek egészelése az to kitevőnek lenyomásától 
függ , az n kitevő változatlanul ugyanaz maradván ; akkor a 
fenebbi I) alatti kifejezést még igy is szabad írn i:
Sdxsmx.siiÍD~‘xcosnx}
erre pedig az általános J*udv—Uv— J*odú képletet alkalmaz 
ván, tétessék :
dxsinx—de, és it=sinm~1xcosr'x) következőleg 
—cosx} és du— (m — 1 )dxsinm~ixcosn+1x  
— nsinmxcosn ~*xdx, 
s mind ezeknek helyettesítése adja :
5 ) !dxsinmxcosnx= - sinm ixcosn~^1in-j-1
dxsinm~2xcosn+2x ,
mely kifejezésből látjuk, hogy általa az m kitevő lenyomható 
két egységgel, az n kitevő azonban ugyanannyi egységgel na- 
gyobbítatott; ezen képlet tehát, e következő alakú esetekre 
jó sikerrel lesz alkalmazható :
to—i r
« + U
ídxsin3xcos~2x ,
hol tehát m= 3  és w = —2 , s ennek folytán lesz :
sin^xdxsin3xcos~2x = —  -\-2cosx=cosx-J--é1 cosx cosx
Ha pedig oly képletet akarnánk megalapítni, melyben az to ki­
tevő lenyomatik ugyan, de az n kitevő változatlan marad: 
akkor csak az előbbi 5) alatti képletben
cosu+2x=cosnx (l—sin-x) teendő, 
es a kellő mütételek végbe vitele után nyerjük :
sinm~lxcosn+íx
6 . ) fdxsiii^xcos^x— -
dxdnm~ 2
to—|—-  ( &irnJ
TO-j-n
xcosa x,
hol, mint látjuk, az n kitevő ugyanaz maradt. Ezen minta segít­
ségével e következő egészleteket nyerjük :
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í
S
7 . „ sin^xcos^x . i , ,dxsmóxcosx=-------- -------- f- - 1 dxswxcosx.
dxsinlxcosxz=z- smxcos
if
- + ! f dxcosx,
|  dxsimxcosxz sin3xcosix  , 3 L*, . „------ --------\- - 1 dxsinzxcosx.... s i. t.
5 5J
Következik most azon esetnek tárgyalása, ha a fenebbi 
I) alatti kifejezés egészelése, az n kitevőnek lenyomásától 
függ, mi végre ezen kifejezés még így,is írható :
^  dxsinmxcosnx d x c o s x .s iu mxcosn~lx,
ezt pedig részletesen egészelvén, tétessék :
dv—dxcosx, és uzxsinmxcosa ~ lx, s lesz : 
v—sinx, és du=mdxsinm~lxcosnx 
—(n—l)dxsinm+íxcosn~2x) 
miknek helyettesítése által kapjuk :
í7.) i dxsinmxcosnx = sinm-f-lS C C O S "
= LC .
' + U
m- {-1
dxsinm~^2xcos"~2x,
+
mely képlet segítségéve], ez n kitevő megint két egységgel 
nyomatik alább, áz m kitevő azonban ugyanannyi egységgel 
nagyobbítatik; ezj tehát e következő alakú egészletek tár- 
gyalására szolgál :
ídxsin~2xcos3x —- cos^x . 1—:------ zsmx——s inx----;—.sinx smx
Ha pedig a 7) alatti képletben smm+2cc=si'nm£c(l—coS-x) té
tetik, akkor egy kevés összehúzás után nyerjük :
~ . . , . sinmJríxco$n~ix  ,
8 .) 1 dxsinmxcos"x—-f
í dxsi m-\-n 1
m-\-n
nmxcos"~2x,
hol tehát az n kitevő két egységgel nyomatik alább, az m ki­
tevő ugyanaz maradván. Ezen képlet segítségével nyerjük :
7 . , sin^xcos-x , - ,  , .dxsinxcosáxz=z--- —-------- 1-  - 1 dxsinxcosx ,f sí
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C|  dxsinxcos-xz sin^xcosx ^ i dx.si,
3j
sinx....... s í. t.
E képletek segítségével e következő eseteket lehet tár­
gyalni :
í* dxcosx coslx 1 „-cotzxsin3x 2 sinqx
'dxsinx sin2x i . 
2tgC 0 S 3 X 2cos'1x
’dxsin3x sin3x  ■^Xd
cos-x ’ cosx .i
mely utolsó egészlet tárgyalását később fogjuk látni.
Ha a 6 ) alatti képletben n—0, és a 8 ) alatti képletben 
m— 0  tétetik, e következő két mintát fogjuk nyerni :
11.) c
1/ 
m—
dxsinmx= —sin" lxc osxm
-C dxsinm~2x , és
• /
smxcosn
12 .) i dxcosnx —l n
——- f  dxcosn ~ 2x,
n J
mely képletek segítségével az ily alakú egészletek J *dx alak­
ra hozatnak, ha az n vagy m páros számok, és J*dxsinx vagy
34.) Ha a 6) és 8 ) alatti képletek közöl az elsőbe] 
2 —m iratik m helyébe, a másodikban pedig 2 —n tété 
(ik n helyett: akkor a kellő rövidítés végbe vitele után, e kö 
vetkező két új mintát fogjuk kapni :
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J*dxcosx alakra hozatnak, ha az n és m páratlan számok, mint
e következő példákból fogjuk látni :
Í7 , , sirdxcosx .dxsinJx— ------- g------1 ídxsinx
í
í
í
dxcos3x= -
sinxcos^x
5 í dxcosx
3J
dxsinlx— smxcosx l§dx
dxcosqx = smxcosx ~2 +  2ífd x ....s í. t.
Ha a l l )  alatti képletben 2—m iratik m helyett, a 12) 
alatti képletben pedig 2  — n tétetik n helyébe : akkor, a kellő 
rövidítések végbe vitele után, két új mintát nyerünk úgy­
mint :
és
mely képletek segítségével az m és n kitevők mindig két egy­
séggel nyomatnak alább, de még sem lehetséges ezen kitevő­
ket 0 -ig , hanem csak egyig lenyomni, mint a következő 
példákból lehet látni: áll ugyanis :
dx cosx , 1 r  dx
sin3x Ssin^x 2  ? sinx és
£  dx _ sinx , 1 dx
j  cos3x 2 cosax ‘ 2 J cosx'
mely két végegészletet más úton kell keresni. Ha pedig a ki­
tevők páros számok, akkor az egészlet teljesen meghatároz­
ható, áll t. i.
dx C dx1 ■ r r  —  C O tX  , es =tgx.sin^x J  cos^x
A fenebbi két végegészlet meghatározására, ha mindjárt az 
elsőt tárgyalás alá veszszük, azt még így is írhatni :
.(—cosx)í 4 d x   £ dxsinx  1* d (
J  sinx * sin'2x  J  1 coszx
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itt pedig cosx—y tétetvén, lesz : d.(—cosx) — — dy, és 
1—coslx— l —y-, 
s ezeknek helyettesítése adja :
Ídx C dy 1 1—y I /  1— cosx~  3 T = f =  2 ^ 1 + 3 ,= ^  V  !
a háromszögtan elvei szerint tehát :
15.) C-~- =loqtg~ x-\-C.'  J  sinx ''*2 '
A második végegészlet tárgyalása végett, azt még így is ír­
hatni :
Íd x   Cdxcosx C d(sinx)cosx 3 cos^x J 1—sinqx
hol sinx—y tétetvén, lesz d.^sinx^— dy, következőleg 
C dx í* dy i \ /  14-7 7 1 /  1 4 sinx
- é j r ^ V  ä •sinx
mivel pedig a háromszögtan elvei szerint könnyű bebizonyít- 
ni, hogy
=ig- (  454-öíc ),1—sinx y V 2 y }
a kérdéses egészlet lesz :
16-) j^ =^ <45+r)+c-
Az előbbi képletek alkalmazásánál nem gyéren e kö
vetkező alakokra jutunk :
Í* dxsinx dxcosx , C dx------- , I — — , es \  ---------,cosx 1 sinx ^smxcosx
melyeket nyilván külön úton kell meghatározni; ezen út pe­
dig e következő : Az első egészletre nézve t. i. áll :
Cdxsinx  Cd.(— cosx)  1*dz
3 cosx J  cosx ) z ’
ha t. i. cosx—z tétetik ; lesz tehát :
17.) C dxsinx3cosx ■ = — logcoHX-\-C.
A második egészletet illetőleg, azt így is írhatni :
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Ídxcosx_ d.(sinx)Ti,smx
s ennek folytán áll :
Í )  í*dzsinx í z ha t. í. smx—z ,
Í 8 .) í  dxC°SX=logsinx-j-aJ smx 1
Végre a harmadik egészlet meghatározására, mind szám­
lálóját mind nevezőjét cos^x-e 1 kell osztani, s nyerjük :
C dx C d(tqx) C dz ,I —-------=  \  — — —  1 —, ha t. !. tgx=z,J sinxcosx j tgx j z
s ennek következtében lesz :
19.) dxsinxcosx -logtgx-\-C.
Hátra van még e következő háromszögtani alakok egé­
szelése :
a.) f « » ™ .
b) Í  dxcosnxcosmx, és c) ^dxsinnxsinmx;
mind ezeknek egészelése végett szükség lesz, az itten elő­
forduló szorzatokat összeggé változtatni, mi végre a három- 
szögtan elvei szerint áll :
sinnxcosmx—-sin(ji-\-m)x-\-^sin(n —m )x;
Lá Z
az első a) alatti egészlet tehát így áll :
Í* ] í* 1 /»dxsinnxcosmx= -  \ dxsin(in-\-m)x-{-- 1 dxsin{n—m)x,
mely egészlet már ismeretes lévén, áll :
f  , . cos(n-\-m)x cosin—m)x
2 0 .) \  dxsinnxcosmx— -----  v 'c.2  2  (n—m)
A b) alatti egészletet illetőleg ismeretes, hogy áll :
Cosnxcosmx=Ácos(n-\-m)x-\--cos(n—•m)x, következőleg 
Z Z
 ^dxcosnxcosmx—^^dxcos(n-\-m)x-\--^ dxcos(n—m)x, 
mely két egészlet már megint ismeretes, áll tehát :
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r  sm(n-\-m)x . sm(n—m)x21. ) I dxcosnxcosmx'=z—^'/.—.—~—h —------ 7- .'  J 2 (w-j-m) 2 [n—m)
Végre a c) alatti harmadik egészletet illetőleg, áll :
sinnxsinmxz=-cos(n—m)x—-cos(w-J-m)a?, tehát :
Ui U
dxsinnxsinmx— - 1  dxcos(n—m)x}
ií
^ . r* 7 . . sin(n -m)x sin(n-\-m)x
2 2 . ) % dxsinnxsinmxz=z—~~-----r - ----- •y 1 2  (n—m) 2 (n-\-m)
— ö 1 dxcos(n-\-m)x , avagy :
í -
Ide tartozik még e következő háromszögtani alak :
■
dxsinxcos x,
—.cos2x,4
melyre nézve áll :
\ dxsrnxcosx-
J
és cos2x helyébe értékét téve, lesz :
23.) 1 dxsinxcoHX— -sinqx — \svn*x-^-C.
Haa33-ik szám 5) alatti mintájában n nemlegesnek vé­
tetik, akkor e következő eredményre jutunk :
L*dxsinmx) sinm— 1,cosnx (n—\)cos"~1x n— 1
itt pedig m—n tétetvén, nyerjük :
tgn~1x
in— 1 dxsinm~2c
cosn~2x
S24.) 1 dxtg^xz n—1 dxtgu 'x,
mely képlet segítségével az adott alakú egészlet teljesen meg­
határozható, mert ha n páros szám, akkor áll :
ídxtg-x=tgx—x} 
ha pedig n páratlan szám, akkor nyerjük :
 ^dxtg3xz=^tgix — j dxtgx,
mely végegészlet már ismeretes előttünk. Ha pedig az adott 
kitevő nagyobb lenne, akkor csak a 24) alatti képletet több-
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szőr egymásután kell alkalmazni. Ha ugyané képletben (2—n) 
iratik n helyébe, e következő új mintát fogjuk kapni :
2r) ) (* _ 1 C dx
' ‘ j t g nx (n— J tg U~ V
mely képlet által az n kitevő egyig lenyomható, áll ugyanis :
Í* dx _  1____I tg^x tgx ’
ha pedig a kitevő páratlan szám, akkor áll :
í* dx _ 1
tg3xJ 2 tg^x í* dxy g x
mely utolsó egészlet szintén már ismeretes előttünk, minthogy 
í^ cfoc í* clcccosocI-—=  I —;----, minek értéke az előbbiekben már megtalál-J tgx j sinx ö
tatott.
35.) (Kevert egészletek.) Itt olyan egészleteket kell 
érteni, melyek a háromszögtani, és más rjemü függvényekből 
összekcvervék. Az első itt tárgyalandó alak e következő :
a)
melynek első megtekintéséből látjuk, hogy egészelése egye­
dül csak az r kitevőnek a lenyomásától függ; egy e végre szol­
gáló képlet pedig szintén részletes egészelés által nyerhe­
tő ; ha t. i. az J*udv=uv—J*odú mintába tétetik x r= u  és
cosnxdv— dxsinnx, lesz : du=zrxr~1d x , és v——— —, miknekn
helyettesítése adja :
 ^xrdxsinnx=z— xr~xdxcosnx,
mely képlet által az r kitevő már egygyel alább nyomatik, de 
mivel mellette cosnx szorzó fordúl elő, ezen utolsó egészletet 
még egyszer szükséges lesz tárgyalni a mi általános képle­
tünk szerint, mi végre teendő : xr~x= u  és dvzszdxcosnx f
s lesz du~(r—l)rr~2dcc, és v= — 8 ezeknek helyettesíté­
séből ered :
íxr~idxcosnx=zxr~xsinnx r—
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xT~2dxsinnx,
8
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mely értéket az előbbi képletbe Jielyettesítve'n, nyerni fogjuk :
“> íxTdxsinnx=——(rsinnx—nxcosnx)
r(r—  1) r  _ 9 , .
- 1  xr zdxsinnx,
mely minta segítségével már az r kitevő két egységgel nyoma- 
tik alább, és hogy ugyanaz lenyomható O-ig, e következő 
példákból fogjuk látni : áll ugyanis
í
f
x*dxsinnx=—(2sinnx—nxcosnx)-\-~cosnx, és
xdxsinnx——(sinnx—nxcosnx).
A következő egészelendő alak nyilván ez :
b) Pdxcosnx,
melynek egészelése szintén csak az r kitevőnek lenyomásától 
függ, mi végre ezen egészlettel szintúgy kell eljárni, mint 
az előbbi esetben, s így e következő általános képletre fogunk 
ju tn i:
f r»r—127.) i  xr dxcosnx— —-~(rcosnx-\-nxsinnx)
V^ r  ^ xr~2dxcosnx}
mely képlet szerint az r kitevő szintén O-ig lenyomható, 
ugyanis áll :
f x 2 Cx"dxcosnx——(2cosnx-\-nxsinnx)--- 2 \  dxcosnx,
mely utolsó egészlet már ismert alakú ; áll továbbá :
S* 1xdxcosnx ^ —^(cosnx-^-nxsinnx).
36.) (Körinóreti függvények egészelése.) Hogy ezen 
külzeléki függvények egészeléséröl is kellő fogalmat nyerhes­
sünk, itt e következő eseteket hozzuk elő :
(1-sö eset.) ^dx(arcsinx)n,
melynek egészelése mint látjuk, csak az n kitevő lenyomásától
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függ, e végre pedig az ismert részletes egészelési képletet 
használván, tétessék^urrcfa, és w=(arcsmíc)n, s lesz v = x  és
d u ~ n ( arcsin x )n~ 1——— -,
V l —x n-
miknek helyettesítéséből ered :
CCcltXydx(arcsinx)n=:x(arcsinx)rl—n \ — - (arcsinx)"~l.
J  V  1— a?2
Ezen utolsó egészlet pedig, ha újra tárgyaltatik részletesen, 
tenni kell :
xdx i , / • \ i i-=oív, es u— (arcsinx)n~ l, s lesz :
1--£C2
v = —V l —X-, és d u = (ii—■l)(arcsműc),1~'í-
k^ 1 — a?2
s ezeknek folytán nyerjük :
n í —  — nV' 1 —a?2 (arcsimc)n—1
J V 1—a;2
—1)  ^dx(arcsinx)n~2, 
mely értéket az előbbi képletbe tévén, ered :
—n(w—lj^*idx(arcsinx)n~2,
s ezen képlet segítségével az n kitevő mindig két egységgel 
nyomatik alább, általa tehát az ilyen alakú egészletek teljesen 
meghatározvák: áll ugyanis :
Ha pedig az 1) al atti képlet utolsó egészletére, az általános 
egészelési mintát folytatva alkalmazzuk, akkor e következő 
kifejezésre fogunk jutni :
nV  1—a?22.) [
arcsmx 
8*
n(/i—l)x  «(a—l)(n—2 )V^  1—x l
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(iarcsinx)'1 (arcsinx) 3 '
Hasonló módon kell tárgyalni a következő második 
esetet is :
(2 -ik eset.) ^  dx^arccosx)",
melyben teendő : (arccosxy—u, és dx=dv} s lesz v=x, és
7 / \ 1 dxd u ~ —n(arccosx)n~ -
V l
miknek helyettesítéséből ered :
:
dx(arccosxy~x(arccosx)n-}-n í  (ar<cc osíc)" - 1 xdx
V \ .
mely végegészlet, ha újra tárgyaltatik képletünk szerint, 
teendő :
xdx
K r
-dv, és (arccosx)n~~1= u, s lesz : v—— V í  — x*1
dxés du— — (n — l)(arccos£c)n
\ í  1—x 2>
s ezeknek helyettesítése adja :
í3.) 1 dx(arccQsxy—(arccosx)n~x.{x.arccosx—nVr 1—cc2)
—n{n—1) ^dxiarccosxY^,
mely képlet segítségével az n kitevő megint két egységgel nyo- 
matik alább. Ezen képlet szerint áll :
idx{arccosx')3=.^arccosxY(x.arccosx— 1—x l
ídx(arccosx)zzzx.ar.cosx — V  V—íc2 .
Ha pedig a fenebbi 3) egyenletnek végegészletére foly­
tatva alkalmazzuk a részletes egészelést, nyerjük :
- x -  í?(n—l)a?
4). ) " • [ - arccosx {arccosx')'1:+
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i(n—l)(w—2)V  1 —íc3 ](arccoscc) 3
Legyen meghatározandó e következő kevert egészlet: 
(3-dik eset.)
melynek egészelése az m kitevőnek lenyomásától függ; a rész­
letes cgészelést itt is alkalmazván, tétessék :
dv= xmdx és u—arcsinXy s lesz :
r‘m+l
m-j-1
s ezeknek folytán nyerjük :
és du=- dx
Kl-
5). f ÍCm+ 1xm dx.arsmx=— r—r • arcsinx- 1 7* xm+ldxJ  V 1— x~ ’m-j-1 ~ m-j-1
mely utolsó egészletet már meg tudjuk határozni; ha e kép­
letben m= 0  tétetik, nyerjük :
$ _____
dxarcsinx=xarcsinx —íc‘>, mint előbb.1
Hasonló módon kell eljárni a következő egészlettel is: 
(4-dik eset.) \  xmdxarctgx,
hol : xmdx=dv  és arctgx—u tétetvén, lesz :
ícm+ 1 , 1 dx . ,v— —— es du= —i—^, tehát :
6). í
í-j-1 1-f-s
xm+l
xvadxarctgx=—r—- • arctgx- 1 7*£Cm + 1c/íCm-j-1 m-j-1 J  l-j-a?3 ’
s ezen utolsó egészlet megint ismeretes előttünk, ha e képlet­
ben m= 0  tétetik, nyerjük :
ídx.arctgxzzzxarctgx— -log(l-\-xri) ,
ha pedig m helyébe nagyobb szám tétetnék; akkor csak a 
végegészlet más, de az ismert módon lesz tárgyalandó.
Vegyük elő még e következő egészletek tárgyalását : 
Cdxarcsinx
(1'82,Jr')
akkor erre is a részletes egészelési módot alkalmazván, té­
tessék :
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dx dv és arcsinx— u , s lesz : 
dx
K i—cc2
v^arcsinx, és du
e mindezeknek folytán : 
*dxarcsinx dx.arcsinxC /tAj IAj !  O O l z / i l V  j  ,  \  n  a  KAJtAS t i  V O H I W  £ I  » .  -1
—  .......=  (arc,sinxr— 1 — „ —  ■ m i b ő l  :
K i— X* J K i-* '4
í*dxarcsinx 1 . . N „7). I __ ____ =  -(arcsina?)M-(7.
7 j  K i—#2 2
Szintúgy kell eljárni e következő egészletnél is :
. , b'dxarctqx
(2-szor.)
clocmelyre nézve teendő : arctgx— u és - , „—dv, s lesz :
1 ~j~x ■
dx
du — j—j~~~ö i és D3 arctgx , következőleg : 
[*dxarctqx , . «•(*dxarc.tqx
miből nyilván nyerjük :
8). Cdxar? f = \ { a r a g x y + C.
j  1 + 2
Következik most ezen egészletnek tárgyalása :
(* xdxarcsinx (d-szor.) \ — --------,7 J K i—#2
melyben ——— - -=dv és arcsinx~u tétetvén , lesz
J K i-® *
v— — K 1— # 4 és du— dx , s ennek folytán :
K 1—# 2
9). _  VT=^{arcsinx)-\-x.
J  K 1—x"
Meghatározandó legyen továbbá :
,. . Cx^dxarcsinx(4 szer.) 1
x^dx
K 1
K i—x2
dv és arcsinx—u tétetvén, leszakkor itt
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du : dx 'V ^  1 — X*1 , 1es v- ■ -arcsinx,Li
V l- 32 1----- arcsinx
V’ 1 — a?2
s mindezeknek folytán :
ián í* x qdxarcsinx 
1 0 ). I — ———arcsinx.
J  K l-c c 2 V 2 4
miből már eléggé láthatni, miként tárgyalandók az ilyen ala­
kú egészletek.
Ha tehát általánosan véve adatnék :
( i n x *
 ^Xdxarcsinx,
akkor ennek egészelése végett teendő : Xdx— do és arcsinx—v, 
és du-s lesz : t‘=v— j  Xdx—X  dx hol X  valamint X  is
V l —a 2’
a>nek meghatározott függvénye. Ezek folytán lesz :
11). 4 Xdxarcsinx=zX'arcsinx
Hasonló módon találtatik szintén :
1 2 ). í  Xdxarctgx=*X'arctgx
_ f  X 'dx 
■J
- í >
X'dx 
1 —j—CC2 ’
és az e képletekben előforduló végegészletek már ismert 
alakkal bírván, könnyen egészelhetök.
37). (Még némely háromszögtani külzelékek egésze­
lése.) Az ide tartozó egészletek egyike e következő :
dx(1-ször.) -ó2cos2a
melynek egészelése semmi nehézséggel sem jár, egészletének 
meghatározására t. i. csak a 7)-dik szám 21) alatti képletében 
teendő: asxy— 1 , és a: változó cosx-e\ felcserélendő, tehát 
— dxsinx teendő dx helyébe, s mivel ez esetben 
—v '—a-—ó2, nyerjük:
— dxsinx 1(  _  _____J  (a2—b‘icostx)sinx aV a2_&»
avagy rövidebben :
dx 1
arctg cosx Va*—b*asmx
1 ). a2—b^cos^x a V  a2—ó2
Ha pedig tekintetbe vétetik az, hogy :
arctg cosxVr a2—ó2asmx
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m m n-arctq——arccot —-=.arctq— , *n n  ^m
ennek folytán könnyű módon e következő egészletet kapjuk 
. .  í* dx  1 a
! ) ■  Vj a2—b^cos^x -arctg • =-tgx-\-C,aV  a'1—b* Va^— b1
mely képlet azonban csak azon esetre használható, ha «2)>ó2, 
ellenkező esetben ezen egészlet képzetessé válik. Hogy tehát 
a második esetre nézve is egy képletet kapjunk, a fen előho­
zott helyettesítés vitessék véghez a 7-dik szám 23) alatti 
képletében is, akkor e következő mintát nyerjük :
a -.tgx
2 ). £ dxV—bHosx* 2aVb°— a'1log- Vb'1—a'1 -C.1+ tgxV  b i-a*
Végre ugyanazon helyettesítést véghezvivén a 7)-dik
szám 25) alatti képletében is, e következő eredményre jutunk :
dx  1  a . „-  arctg ===== tgx-f-C.3 ) ja 2 - j - ó 2 c o s 2 íc aV a %+ b * '" " a W - f ó *
Ezen utolsó egészletből egy új egészletet lehet kapni az
által, ha - tétetik x  helyébe, áll t. i.U
J dx .arctg. V  a 2 - j - ó 2 22 (a°-+bl2cos°-^x) aV  a ^ b *
tekintetbe vévén továbbá azt, hogy :
cos'2^ -x= -~\-^-cosx, egyszersmind pedigLi £ U
2 a2-j-ó2= a  és bl-=zß tétetvén, lesz :
1
tg öx >
b- a c  ß , és ci= -ß2  -  ^ a~+b
mindezeknek folytán nyerni fogjuk :
 ^ ^  dx ___ 2  V  a— ß
4). a-\-ßcosx / V 2___ ß2 arctg • t9vxJTC>\ í  a-\-ß 2
s ez egy egészen új egészlet, mely azonban csak azon esetre 
használható, ha , ellenkező esetre egy új egészlctet kell 
megalapítnunk ; mi végre megfontolandók e következők :
Ha t. i. a 32)-dik szám a) és b) alatti képleteiben
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tétetik, és az így nyert kifejezések egymással elúsztatnak, 
akkor a kellő míítételek végbevitele után nyerni fogjuk :
1 l-f-K  — 1 tgx
2Vr— l ° 9 l — V — l tg x ’ 
hol tgx=u tétetvén, lesz :
arctguzzz 1 Jog-\ + u V — 1
2 V — \ 1—u V — 1
itt végre u V — 1 tétetvén u helyébe, ered :
'•ctguV —1= 1 dog1—u
Ez meglévén, tétessék most :
Vet—ß 1 , , -  V ß —ct 1i—  — — =.tq-x, tehat: u V —1— '——tq -x ,K«4 -/Jy 2
akkor a fenebbi 4) alatti képlet átmegy ebbe :
>■ . f
5). dx
V - ß - a  1
1 ~\~7y-r-r=m't9 bX
log- V ß - \ - a
a -\-ß co sx  \ f  ßZ— a* * V  ß — -c,
1 -----± = t g - xa 1
V j d f J 9 ?
mely egészlet már azon esetre használható, ha ß^>a.
Minthogy továbbá l-}~cosíc=2cos2^cc,nyernt fogjuk :
\-\-cosx
Hasonló módon áll szintén :
*>• f dx — tg).x-\-C.
7). ( —— =  —cot ijK-j-C.I 1—cosx 2
A következő két egészlet szintén könnyen megmagya­
rázható :
dx
1-j-sinx 
az elsejét így is szabad írni :
r   r  dx
1  [- J  1 — sinx ’
dx £dx{\—sinx)
\ 1 —|—Sí’ííCC j  cos"-x  '■
dx
coszx Ídxsinx cos^x ’
mely két egészlet már ismeretes előttünk. Hasonló módon á ll;
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mely egészletek szintén ismeretesek.
Vegyük elő még e kővetkező egészlet meghatározását : 
dxsinx*a -H  cosx ’
akkor könnyű belátni, hogy ennek az értéke helyettesítés 
által nyerhető, tévén t. i.
dza-\-bcosx—z , lesz clx$ínx=z----—, tehát:
1z—— -log(a-\-bcosx)-\~C dxsinx   1 Cdz  1 .J  a-\-bcosx b j z  b ^
ha pedig ezen egészlet íc= 0  esetben elenyésznék, áll :
Örs -- -jlog(a-\-b)-\-C, miből C=jlog(a-\-b) ,
r>.^ j
következőleg
8). í dxsinx   1 a~\~ba-\-bcosx b Ja-\-bcosx'
Ha végre e következő kifejezés adatnék :
(* dxcosx a-\-bcosx ’
akkor dx együtthatójának valóban véghezvitt osztása által 
kapjuk :
S* dxcosx jp a í* dxa-\-bcosx b b j a-\-bcosx1
mely uto%ó egészlet már az előbbiekben megtaláltatott.
A háromszögtani függvények egészelésének befejezé­
sére érdekes lesz, még egy , e következő esetre szolgáló le- 
nyomási képletet származtatni :
í dx(.a-\-ßcosx)m'
E végre szükséges lesz, a 25)-dik szám L) alatti képletében 
tenni : «-át a helyébe, tf-át b helyébe, (cosx) et x  helyébe, 
továbbá : a '= \ß '= z O  és y '= —1, s lesz : A —ß2—«2, és B=2a, 
s így nyerni fogjuk :
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38.) A külzeléki hány latból ismeretes előttünk, hogy ha 
y = f(x ) egy adott függvény, akkor ennek első külzeléke 
dy=J'(x)dx alakban kellőleg terjesztetik elő ; ugyanazon függ­
vénynek második és még magasb rendű külzelékei pedig e 
következő alakokban fordulnak elő :
d*y—f"(x)dx<l, d3y= f"'(x)dx3,
d4y = ß v(x)dx‘l, dby = f'f(x)dxh,
s általánosan véve :
dDy—f u(x)dxn.
Miként egészelendő valamely függvénynek első rendű külze­
léke, már az előbbiekben elég bőven megmutattatott; most 
tehát feladatunk lesz, megmutatni, miként kell valamely ma­
gasb rendű külzeléket egészelnünk. Mivégre főleg azt kell meg­
jegyeznünk, hogy valamely függvény magasb rendű külzelé­
kei nem egyszerre, hanem csak fokonkinti külzelés által ta­
láltatnak meg, mely körülmény a magasb rendű külzelékek 
egészelésénél szinte kellő tekintetbe veendő; azaz, valamint az 
n-dik rendű külzelék csak a függvény n-szeres egymásutá­
ni külzelése által volt nyerhető, úgy egy adott n-dik rendű
mely végegészlet már ismeretes. Ha pedig az adott kitevő 
nagyobb lenne, akkor csak a megtalált képletet többször egy­
másutánakéi 1 alkalmazni.
mely képlet segítségével már az rn kitevőnek lenyomása kiesz­
közölhető, áll ugyanis például :
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külzelék egészelése szintén csak ?i-szeres egymásutáni egésze­
lés által fog nyeretni, mi miatt az itteni eljárás ismételt egé­
szelésnek neveztetik.
Ezen eljárás kellő felfogására legczélszerübb lesz , itt 
legelőször a másod rendű külzelékek egészelését bemutatni, 
s így fokonkint a magasb rendű külzelékek egészelésére át­
menni. Legyen tehát :
d/^ i/a.) -~ ; ,~ X  az egészelendö másod rendű külzelék,CIOC
melyben X  alatt tr-nek valamely függvényét kell érteni; ak­
kor azt nyilván még így is írhatni :
C^= z X d x ,
az egészclési szabályok szerint tehát áll
d y _
dx ^Xdx-\-A,
hol A az első egészelésnek tetszésszerinti állandója. Ezen 
egyenletből pedig e következő származik :
dy=dx  I Xdx-\-Adx,
következőleg
/=M.XcZcc-|— Ax~^— A ',
hol A' az egészelésnek második tetszésszerinti állandója. Ezen 
kifejezésből pedig egyszersmind világosan látjuk, miként vég- 
hez-viendő a kettős egymásutáni egészelés. Az utolsó egyen­
letet azonban könnyű módon lehet úgy átalakítni, hogy ben­
ne a kettős cgészelési jegy ne forduljon elő; mi végre az
 ^udv— u v—  ^vdu
képletet használván, tétessék :
dxz=zdv, és |  Xdx—u} tehát v— x és du—Xdx,
miknek helyettesítése;adja :
^ d x ^  Xdx— x^ Xdx— j 
s ennek helyettesítéséi ő] ered :
Xx dx,
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1 .) y —x 1 Xdx — 1 xXdx-\-Ax-\-A',
•7
ez pedig azon általános képlet, melynek segítségével a másod 
rendű külzelékek mindig egészelhetök, ha X  mint cc-nek 
függvénye adatik. E következő példákból ennek alkalmazását 
fogjuk látni.
(1-sö Példa.) Legyen :
d ^ y _  1
die2
akkor áll :
dx
y- X ' X l____f
= x
\ í  1—a
\-Ax-\-A't avagy:
mint d'1v—
y=xarcsinx-\-V  1—x2-^-Ax-\-A'
külzeléki kifejezésnek egészlete.V- _
V 1—x'*
(2-ik Példa.) Legyen adva : 
d^y
dx2 xsinx~X 7
akkor ezen értéket az általános 1) alattti képletbe tévén, lesz :
— x \ xdxsinx— \ x^dxsinx-^Ax-^-A',
mivel pedig
i7
I = «- V -
^ xdxsinx=sinx—xcosx, és :
íx<1dxsinx=2xsinx—arcosa?-|~2 co.<?x,
nyerni fogjuk :
2/ = — xsinx— 2 c o s í c - | - . < 4 ; k - ^ - j 4 ' ,  
s ez az adott külzelék teljes egészlete.
Ezen tárgy további folytatására, vegyük egészelendönek 
e következő másod rendű külzeléket :
b)
hol P alatt ^-z=y' külzeléki hányadosnak a függvényét kell
érteni; akkor ezen egyenletet a külzeléki szabályok szerint 
így is szabad írni :
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%rp' miliU
következőleg :
2.) x= A -\-
hol A az egészelésnek tetszésszerinti állandója. Mivel továb­
bá áll ?
dy=ij‘dx= = ^y ,
áll szinte :
3-) y
ha pedig a most nyert 2) és 3) alatti egyenletekből y' meny- 
nyiség kiküszöböltetik, támadni fog egy, x és y közötti egyen­
let, mely az eredetileg adott egyenlet egészletének lesz tekin­
tendő, melyben A és B a kettős egészelésnek tetszésszerinti 
állandói lesznek.
Adva legyen továbbá e következő másod rendű külze- 
léki hányados :
c) ^ % = r  ; d x1 ’
hol meg kell jegyeznünk, hogy Y  mennyiség ^-nak valamely 
függvénye, akkor ezt egészelés végett, 2dy-na\ kell szo­
rozni, mi által nyerjük :
2dy.d<1y
dx1 ,2Ydy,
mely kifejezésnek első megtekintéséből látjuk, hogy ennek bal 
része mennyiségnek külzeléke, minek folytán szabad
lesz azt még így is írni :
—2 Ydy , következőleg ==’^ \
!gy :
dxz
^C-\-2fYdy, miből kapjuk :
dy
V C + 2 fY d y ’
tehát.' x*■í dy_____V  CAr2f Ydy -B,
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s így az egészelés megtörtént úgy, hogy x  változó y által 
van kifejezve, mely egyenletből azután yis kifejezhető x által. 
Vegyük fel példában, hogy Y^Jcy, akkor áll :
C___<k_
V  C-\-ky- ' 
minek egészlete e következő :
-
- B ,
fO
£c=—^log(y \ f  k-\- V  C-^ky^-^-C*
V k
Hogy pedig y-t x által lehessen kifejezni, ezen egyenlet még 
így is írható :
x \f'k—B V  Jc=log(yV C-\-hy2x) ,
és ha e a természetes logarithmusok alapszáma, akkor áll :
e ^ - ^ = y V l - \ -  VC+ky*,
ha pedig e~BV  ^ állandó mennyiséget B ’-e 1 jegyezzük, 
lesz még :
B‘P —yVÍc— VC-\-ky
mit négyzetre emelvén, s összehúzván, lesz :
2 B'\fke.y *y= B l*e*y *—C,
hol ha rövidség okáért tétetik : é s ------- -^— z=zA.
2 ’ 2 B‘V k
lesz még :
y z s B e ^ - ^ A e - * ^ ,
mely kifejezés az adott egyenlet egészletének tekintendő.
Ha pedig a c) alatti kifejezésben Y=z—ky vétetnék
lesz :
dy
minek egészlete ez :
- f V  C—ky*
. y V k
B,
-Bx —— =a r c . s m - _
V k  V C  ' '
hogy pedig y változó cc-nek függvényében fejeztessék ki, a 
jelen egyenletből kapjuk :
(x—B)Vkz^arcsinr—~z.} tehát y^^— =sin{x — B )V kt
V  C ‘ V k
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itt pedig az ivek különbségének sinusát kifejtvén, és rövidség 
okáért tévén :
y n  _ y  r<
—rCQsBVk— A, és ——sinBVrk==:---B.
V k  V k
nyerni fogjuk :
y— Asinx k-\-BcosxV^ k,
Ójmely a —% kifejezésnek egészlete.
39.) (A harmad rendű külzelékek egészelése.) Meg­
értvén az elörebocsátott 2 -sod rendű külzelékek egészelését, 
a következő harmad és még magasb rendű külzelékek egé­
szelése sem jár semmi nehézséggel. Ugyanis, legyen egésze- 
lendö e következő függvény :
avagy d3y= X d x3,
hol X , íc-nek valamely függvényét terjeszti elő. Ezen kife­
jezés egészelése végett, azt még így is írhatni : 
d^y
dxa
rfiy r
— Xdx, következőleg ’dx(*~  1 Xdx-\-A}
hol A az első egészelésnek tetszésszerinti állandója. Ebből 
pedig nyerjük :
dAy
dx
dy
dx
= d íc l  Xdx-\-Adx , s ennek folytán :
= M
Xd x —}— A x  —A '}
hol A a második egészelésnek tetszésszerinti állandója. Ebből 
végre kapjuk :
dyz= dx^dx^Xdx-\-Axdx-\-A‘d x , tehát:
1). y=. j  dx j  dx j^Xdx-\- ^ —j-A'x-j-A",
hol A" a harmadik egészelésnek tetszésszerinti állandója, ez 
pedig a harmadrendű külzelékek egészelésének általános 
képlete, melyet azonban, kényelmesebb alkalmazása végett, 
czélszerü lesz egyes egészletekre szétbontani: mivégre a 
részletes egészelést kell alkalmazni, az ismert általános kép­
letben tehát teendő :
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dv— dx lesz v = x , és ^ d x  ^X d x— u } lesz d u = d x ^ X d x ,
miknek helyettesítése adja :
i^dx j^dx Xdx— x ^ d x ^  Xdx— i^xdx j  X dx ,
ezen két egészlet mindegyikére pedig a részletes cgészelést 
újra alkalmazván, az elsőre nézve tétessék :
d x= dv, tehát : v = x , és ^ X d x = u ,  lesz du— X d x ,
következői eg
x  ^dx ^  Xdx—x Xdx—x  j\XcLc,
a másodikra nézve pedig tétessék :
x'1 (*
xdx=zdv, tehát r = — 1 Xdx—u, lesz : du—X d x ,
s ennek folytán áll :
miket helyettesítvén, e következő eredményre jutunk :
íc2 f* í* 1 í* Ax’*
2 ). y = — \X d x —x V X d x + - \X x H x -{ -^ -+ A 'x - l-A ‘l, '
mely képlet már kényelmesebben használható, s ennek felvi- 
lágosítására^e következő példákat hozzuk elő :
(1-sö Példa.) Az egészelendő függvény legyen :
dhj— dx3
dx
= z  —  X
, lesz : X— -
\  dx 1
V T f r -------------- kÖVetkez81eg
x adx Ax
ezek pedig mind ismert cgészletek lévén, áll : 
3 x V  1+ J '2 í ,  ,
y=-------- j —  + 4 O —
_____  Ax’1
l)log(x-\-V l 4 -ai2)+ —  A - A ' x + A " .  .
(2-dik Példa.) Legyen egészelendő e következő függvény :
axcosx— X , akkor áll : 
dx3
y= a%*Cx(i xc0sx—a x i  ^x'dxcosx-^ ” ^  x 3dxcosx-f-
^ f + A 'x + A " ,
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ámde a 35)-dik szám 27) alatti ismert képlete szerint áll :
J*xdxcosx— cosx-\-xsinx,
J*x2dxcosx—2xcosx-\-x‘lsinx—2sinx , és 
J*x^dxcosx^Sx^cosx-^x^sinx—Qcosx—Qxsinx , 
miket helyettesítvén és összehúzván, nyerjük :
y — —axsinx—3acosűC-J- ~ — \-A'x-\-A".
Vegyük elő még e következő harmad rendű külzelék- 
nek egészelését :
b>-
hol Q mennyiség dx- --y" második külzeléki hányadosnak
valamely függvénye ; akkor ezen egyenletet nyilván még így 
is írhatni :
— miből :  dx=x^r-, következőleg
CtVC
•>. . = | ¥ + a
*11* *díjMível továbbá áll : dy'=y"dx=?—~ - , áll szintén :
^  ij** díj**s mivel végre d y ~ y ‘dx= zdx\- u -
Q
-Bdx , nyerjük :
4). y—_  Cy“dy"
j a j  e
-Bx+C,
ha pedig a 3) és 4) alatti egyenletekből y "  hányadost kikü­
szöböljük, nyerünk egy, x és y közötti egyenletet, mely az 
adott egyenlet egészletének tekintendő. Végre az A , B és C 
mennyiségek a háromszoros egészelésnek tetszésszerinti ál­
landói. Legyen például adva :
ad2y= dydx , mely egyenlet még így is irható :
a d * y_  dy
dxl dx ” ;
s mivel ennek folytán áll : , lesz még :
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a^r~=y', miből : d x ^ z a ^  , tehát : d x ' '  y
xz=zcilogy'-\-Ü; mivel továbbá áll :
dy= y'dx, áll szintén : dy— ady‘, tehát : y=ay'-\-C', miből :
y_Q
y'—~---- , minek helyettesítése adja :
y__Q>
x=za.log  -------\-C,
hol C és C‘ a kettős egészelésnek állandói; ezen utolsó egyen­
let pedig, a fen adott kiilzelék egészletének tekintendő.
Legyen adva még e következő 4-ik rendű külzelék :
d*y
c) ^ 4= Z’ avagy : diy=Xdx*-
akkor ennek egészelése végett, ezen kifejezést még így is 
szabad írni :
dp t — Xdx,dxd tehát: CXdx-\-A ,
ezt továbbá még így is írhatni :
d~dn—dx^ Xdx-\-Adx, tehát : J  dx^ Xdx-\-Ax-\-A’,
ezen utolsó kifejezést még így is lehet írni : 
dh/ í* í*—d= dx \d x  \ Xdx-\-Axdx-\-A'dx}dx
s ennek folytán
X d x - Y ^ + A 'x + A '',t c = \ dXt y X[
végre ebből nyerjük :
dy—d x^d x^d x^X d x-\—— dx-\-A'xdx-\-A"dx) miből :
r- dx |  dx^d:X A  /y>3Z d a + g - - A'íc2 \-A ',x-\-A‘,,7
hol A} A'; A" és A"' a négyszeres egészelésnek tetszésszerinti 
állandói. E kifejezésben azonban czélszerü lesz, a négyszeres 
egészelési jegygyei ellátott tagot szétbontani úgy, hogy y- 
nak értékében csak egyszeres egészelések fordúljanak elő; 
e végre pedig megint a részletes egészelés lesz alkalmazandó, 
melynek értelmében legelőször teendő :
9*
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dx=dv, és ^ d x ^ d x Xdx—u, s lesz v— x, és
du—dx ^ dx  ^  Xdx,
minek helyettesítése az általános képletben adja : 
^ d x ^ d x ^ d x ^ X d x = x ^ d x ^ d x ^ X d x  — ^xdx  ^  dx ^ Xdx,
ezen utolsó két egészletre pedig újra alkalmazván a részletes 
egészelést, nyerjük :
x ^dx  j  d x ^  X dx= x(1^ d x  j  Xdx— x ^ xdx   ^Xdx, és
^ x d x  ^  dx ^  Xdx^=z— |  dx^ Xdx—- |  x-dx^Xdx, 
s így áll :
j  dxj ,h]  X d x = f y  j  j  Xdx 4 -
^ x'ld x ^  Xdx,
mely három egészletet újra tárgyalván részletesen, lesz : 
!F=f^£ Xdx-f^xXdx-^.xtXdx
Ax3 , A 'x2 -A"x-\-A'2 .3  1 2
s ez azon általános képlet, melynek segítségével a negyedik 
rendű külzelékek mindig egészelhetők, ha X-nek az ér­
téke adatik. Például vegyük fel, hogy X=a:c; akkor ezen 
értéket az előttünk álló egyenletbe helyettesítvén, lesz : 
axb axb . axb ax5
y = i 2 -  T + T ~ T o  avagy:
y-
a a r ■4űc3 . A ‘x ?
2 .3 .4 .5  1 2 .3  1 2
mint erről külzelés által is meg lehet győződni.
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HATÁROZOTT EGÉSZLETEK.
40). Minthogy F(x) függvény külzeléke f{x)dx  kifeje­
zés által kellőleg van képviselve, megfordítva e következő 
egyenletnek is helyesnek kell lenni :
1). f f (x )d x = F (x )+ C }
mely kifejezés , mivel oc-nek bármely értékére nézve áll, és 
x különféle értékeinek a függvény különféle értékei is 
megfelelnek, határozatlan egészletnek szokott neveztetni. 
Ha azonban az értékek azon sorában, melyeket x  változó 
fölvenni képes, mely sorra nézve az adott függvény a folyto­
nosságát megtartja , bizonyos hézagot választunk, melyre 
nézve az adott egészlet értékét akarjuk tudni, és felteszszük, 
hogy az említett hézag x= a  értékkel kezdődik, és x— b ér­
tékkel végződik : akkor ez esetben az adott egészlet értéke 
többé nem lesz határozatlan, hanem teljesen határozott, s még 
csak az van hátra megmutatni, miként kell ily határozott, 
azaz a és b határok között vett egészletet kifejezni.
E végre könnyű belátni, hogy ha a kisebbik , b pedig 
nagyobbik határnak tekintetik, akkor x= a  esetre nézve, az 
adott általános egészletnek elenyészőnek kell lenni, minek 
folytán áll :
0=i^(rt)-|-C', miből: C = —F(a) , 
és a kérdéses egészlet F(x)—F{a) által fog adatni, mely 
egészlet tehát egyik oldaláról már meg van határozva, azaz 
kezdetére nézve, minthogy x— a értékkel kezdjük az egészlet 
értékét számítni. Hogy tehát ezen egészlet értéke, a másik 
oldaláról, azaz végéről is meg legyen határozva, csak b teen­
dő x helyébe, s nyerni fogjuk: F(b)—F(a), s ez már az adott 
egészletnek, a és b határok között vett határozott értéke, 
melyet egyenletben így szokás kifejezni :
( f(x)dx=zF(b)—F(a) ,
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a nagyobbik határ tehát mindig felső határnak, a kisebbik 
határ pedig alsó határnak szokott neveztetni, és magát a ha­
tározott egészletet mindig úgy találjuk meg, ha az általános 
egészletben először a nagyobbik határ, azután pedig a kiseb­
bik határ iratik x helyébe, és ezen helyettesítésnek utóbbi 
eredményét az első eredményből kivonjuk. Határozott egész­
let értékét legjobban képzelhetni az által, ha F(x) függvény 
x  metszékhez tartozó és görbe vonal által bezárt sík felületet 
állítna elő, és azon felületről volna szó, mely x = a , és x— b 
metszékek között fekszik, mint ezt már a bevezetésben meg­
mutattuk. Valahányszor tehát egy adott külzeléknek határo­
zatlan egészlete adatik, vagy könnyen meghatározható, annak 
bizonyos határokra vonatkozó határozott egészlete mindig 
könnyen megtalálható, mihelyt a felvett határok a folytonos- 
sági hátárok között esnek, mire mindig jól kell figyelni. így 
például, ismeretes előttünk, hogy áll :
dx 2  2cx-\-bí -arcig.Ia + b x + c x *  Y 4 a c — b* V k a c — b*
Ezen egészletet nem szabad olyan határok között venni, me­
lyek egyikére nézve az a x-\-cx~ háromszak nemlegessé,
másikára nézve pedig tevőlegessé válik , mivel olyféle hatá­
rok között fekszik a zérus is, s ez esetben lenne :
1
--------------------------- Z T O O
a-\-bx-\-cx<1
s ennél fogva (a-j-ócc-j-car^-nek nem szabad O-nak lenni, ha­
nem inkább az kívántatik, hogy ezen háromszak, sc-nek min­
den értékére nézve, mely a kitűzött határok között fek­
szik , ugyanazon előjellel bírjon; minek kieszközlésére, az 
a~\-bx-\-cx-= .0  egyenlet gyökeinek képzeteseknek kell lenni, 
mert ezen egyenletből kapjuk :
1
* = - 2-c± 2- K62- -4ac,
mely kifejezés képzetessé válik azon esetre, ha 4ac^>ó2, mert 
mihelyt b-=4ac, már a fen adott egészleti függvény végte­
len nagygyá válik. Hasonlóképen szabad okoskodni e követ­
kező egészletre nézve is :
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£ dx _ 1 . 2cx—b
3  V a + b x - c & ~  7 ? rC*mV ‘
Ezen egészlet legszélsőbb határainak értékei C3ak e követ­
kező egyenletből nyerhetők :
2  ex—b __
l^áac-j-b" ’
mivel azon sinus mely egységnél nagyobb, vagy (—l)-nél 
kisebb, képzetes értékre vezet; ezen egyenletből kapjuk :
a'= 2^ ± i ; l/ '4're+ i2 '
mely két érték által, a folytonosság legszélsőbb határai kép- 
viselvék, az adott külzeléki vagy egészleti függvényre nézve.
Ha tehát valamely külzeléki függvény határozatlan 
egészlete adatik , ennek bizonyos határok közötti értéke min­
dig könnyen meghatározható, mint e következő ide tar­
tozó példákból fogjuk látni :
(1-ső Példa.) A külzeléki hánylajból ismeretes előt­
tünk, hogy áll :
ha ezen egészlet értékét 0  és 1 határok között akarnók tudni, 
akkor legelőször x helyébe 1-et, azután pedig x helyébe 0 -t 
kell tenni, s ennek folytán nyerjük :
1). í xmdx— —?—
J  o m+ X
(2-dik Példa.) Tudva van előttünk, hogy áll :
e~**dxz 1
j  a '
mely egészletet ha oo és 0  határok között veszszük, nyerjük
1
2 ). í'•OOe~*xdx=z
(3-dik Példa.) A 35)-dik szám 26) és 27) alatti általá­
nos mintáiból következik:
xcosnx , sinnx 
n ‘ w2 9íx dxsinnxz esxdxcosnx—xsinnx . cosnxn n1
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mely egészletek ha n és 0  határok között vétetnek, nyerjük: 
3).
4).
£
I
i . cosnnxdxsmnx— ----------, es
xdxcosnx:
n
cosnn— 1
n-
itt azonban két esetet kell megkülönböztetnünk, melyek abból 
következnek, hogy n vagy páratlan, vagy páros szám lehet;
71az első esetben a 3) alatti egészlet folyvást --el, a 4) alatti
2
egészlet pedig folyvást-----^-vel egyenlő; a második eset­
ben azonban a 3) alatti egészlet folyvást ---- , a 4) alatti
egészlet pedig = 0  lesz.
(4-dik Példa.) A 34)-dik szám 11) és 12) alatti képle­
teiből kapjuk :
J
í
7 . „ sinxcosx . 1dxsin1 x— --------------\- —x , es
2 1 2
, „ sinxcosx . 1axcos^x—---—-------- x ,
71
mely egészletek -  és 0  határok között vétetvén, lesz :
Í
-  . 71 , / * *  71
2dxsin^xznz-^, és 6 ). i ‘idxcos-xzzz-^} következőleg
Ítc n2 dxsinlx— \  Kdxcos^x—-;,
0 Jo  4
(5-dik Példa.) Vegyük most tárgyalás alá a 34)-dik 
szám 1 1 ) és 12) alatti általános mintáit, azaz :
^dxsinnx=z- sinxa~ 1cosx n—1 .--------------- 1.------- \ dxsinxa~i
dxcosnx— cosxn~ísinx , n—-x f dxcosícn-2,
es
és vegyük ezen egészleteket is - és 0  határok között, lesz
u
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71 17) . a 2 dxsinnx = ----- V 2dxsinxn~2, é
Jo n J o
8) . fcdxcos^x— -— 1 f 2<
Jo 71 Jo
! dxcosxn~2.
Ezen egészletekre nézve is két esetet kell megkülönböztet­
nünk , t. i. n vagy páros, vagy páratlan szám; hogy az első 
esetnek megfelelő törvény megalapíttassék, tegyük n = 6 , 
akkor áll :
2dxsin&x = ^ \ 2dxsin4x} továbbá lesz szintén :
r*™ 2
I 2 dxsin^x— - \  2dxsiu<1x, é
Jo  4Jo
f2 dxsin-xz= --f o
mely egészletek egymásba helyettesítése által kapjuk : 
9)
Hasonló módon nyerjük szintén :
5Í_ Ki4.!2dxcosr>x= -  1 2
o 6Jo
(»TT q2 dxcosix=-^ i 2 o «J o
f i
dxcod'x, továbbá :
2 dxcos4x = -
'Ldxcos^x^^ ™. 
o 2,2
dxcos^x, és
melyeket egymásba helyettesítvén, lesz :
1.3.5 7!10.) C2
J  0
dxC0S6X —;'2.4.6" 2"
Az eddig nyert 9) és 10) alatti kifejezésekből tehát világosan 
láthatni azon törvényt, mely szerint ezen határozott egészle­
tek haladnak, úgy hogy általánosan véve szabad írni :
f j ,  „ 1.3.5.7 . . . . n—Ins =  1 1 dxcos
J  0
i i .; 2dxsianx- 
o 2.46.8............n 2 "
Ha pedig a 7) és 8) alatti képletekben páratlan szám tétetik
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12.) 2 dxsinnx =  \  2 clxcos"x:
n helyébe, akkor az előbbihez hasonló eljárásnál fogva 
nyerni fogjuk :
2.4.6 . . . . ( « -  1)
'3 .5 .7 ................ n
mi meglevén, ha a 11) és 12) alatti kifejezéseket összehason­
lítjuk^ e következő eredményre fogunk jutni :
1.3.5.7 .................(«—1)  7t_  2.4.6............................ (»—1)
2.4.6.8 ............
miből nyerjük :
. . . n 2 ~  3.5.7 
n 2.2.4.4.6.Ö.8.8. .
2 ~  1.3.3.5.5.7.7 9.9................ ’
mely kifejezés segítségével n számnak a meghatározása 
könnyű.
(6 -ik Példa.) Ha a 32)-ik szám 1) és 3) alatti mintái­
ban m nemlegesnek vétetik, nyerjük :
J
q—mx
e~m*-dxsinnx— ---- —j—-(rnsinnx-\-ncosnx) ésm --T- n ■
n — mx
e~mxdxcosnx=—-  ^- - (nsinnx—mcosnx).
Ezen egészletek pedig ha oo és o határok között vé­
tetnek, lesz :
too
13.) |  e~m*sinnx —
n
14.) í
O
O O
e~m*dxcosnx= vi
és
áll :
(7-ik Példa.) Az előbbiekből tudva van előttünk , hogy
dx : arcsin ,
V  a*—x n- a'
mely egészlet ha a és 0  határok között vétetik, lesz :
dx n
^joVa^—x 1 2
Hasonlóképen ha e következő egészlet :
P dx 1 , xV--- í----=  -arc.tq- ,J  a2-} -*2 a * a
oo és 0  határok között vétetik, nyerjük :
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f« t C dx _ na 24-cc- 2 a0 »
Továbbá tudjuk, bogy áll : 
x \^  a2dxV ■ X - x- . a -  . x— -4- — arcsin - 
2 a
mely egészlet -}-a és —a határok között vétetvén, adja :
°—a
dxV^ a2—x-— —  .U
(8 -ik Példa.) Meghatározandó legyen :
/•i i I —I 
1 1 +
J  0O 1 + * 2
Hogy ezen egészletet 1 és 0 határok között lehessen venni, 
legelőször ennek határozatlan egészletét kell ismernünk , mi 
végre azt okszerűvé kell tenni, e kővetkező helyettesítés 
által :
V  x= z. tehát a = z 2 és dx~2zdz, rpinek folytán áll :
J  l+X*  J l + 24 ’
mely utolsó egészlet meghatározására, ismerétes előttünk, 
hogy :
l + s * = ( l - f z K 2 - j - 3 2X l — z T ' a - f z 2)  ,
minek következtében szabad tenni :
9 í ± l 2_  AJr Dz i C + £g
'l-i-s4 -  l 4 -«K 2 + 2°- 1—2^ 2 + z2’
miből könnyű módon találjuk : .4=1, B—0, (7=1, és D=0, 
tehát :
2 lJr zi—  1_____ i______1
" l- f z 4 1—zK 2 - f  Z2/
s így áll szintén : _&_, r_*
J 1+z4 J l+ z ^ 2 + z 2^  J 1 _ ZKS- j - z ^ 2  
az ismert képlet szerint tehát lesz :
V2-\-z
■í1+ - 2 z -fK 2. . dz—V^Üarctq1-j-z4 * K 2 V" 2 arcig2z— V 2  V 2 ’
mely két arctg. egybe vonatván, mint ezt az előbbiekben már 
megmutattuk, nyerni fogjuk :
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2) i + ^ ,h= V 2 -arcls-Tzrs*
ezen egészlet pedig ha 1 és 0  határok között vétetik, 
értéket adja, áll tehát :
* n----1------d x— ----
V  2
í:o 1+** "" V  2
(9-dik Példa.) Az ismert egészletek sorába tartozik :
Í dx 2 a—ß 1—.----—— -arcig—  - tq-x ,
a-\-ßcosx /  a»_|J2 K a -}-/3 ^
ez pedig ha 7i és 0  határok között vétetik, nyerjük :
bt dx n„a-f ßcosx y «2 _ ^ 2 
(10-ik Példa.) Ismeretes előttünk e következő egészlet:
ídxarctqx í .  ... ——j—'j—=  -Aarctqx) , l-f-a?2 2  ^ y ' 1
í
melyet ha oo és 0  határok között veszünk, nyerjük :
, c o  dxarctgx 1 f  ttX 3 
1-fíc2 “ 2 V 2 y  ”  8"’ 
mivel pedig általánosan véve áll :
Cdx(arc<gx y = l  
J  l-f-ar* m -\-r J J 
ezt is oo és 0  határok között vévén, ered :
3 dx(a?'ctgx)m  1 {
1-fíc2 — m+ 1 ' K ü J
Végre e következő határozott egészletek helyes volta 
is könnyen belátható :
0 0  dx n , 4 * + ° °  dx ti /  n \ __
l0 Í + S i _ 2 - CS Ű - ” ’
miből következik :
r*o
J  o
1-4- x— oo »
dx _^ 1#°°
1 —|—3
Hasonló módon könnyű belátni, hogy áll : 
b 7)m+l_
xmd x = ------ T—----, áll tehát szintén :
i m~rl
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!xmdx— -cm+l — r/m+1m—J—1
és mivel ez egyenletben — j- nyilván az állandót terjeszti
elő, szabad lesz állítnunk általánosan :
í* , a;,n+1 ~ am+1I xmd x= -------------- ,
J  w+ 1
mely egészletrc nézve egy különös abban álló eset fordul elő,
ha m=z—1-nek vétetik, ez esetben t. i. áll :
x°—a° 0  . .határozatlan értek,
melynek meghatározására, ha m változónak vétetik, áll :
ám(ícm+ 1 -  am+1) . . .  , 7 , dm(r)j-4-l)—  ---- 7------ -—= xm+Hoqx—am+Hoqa , es —^ -4 —^ = 1 ,dm * * 1 dm
az előbbi kifejezésben pedig w= — 1 tétetvén, lesz :
xm+Hogx — am+iloga=logx —loga, következőleg
6^? «7/— —logx—loga,
mint már ismeretes előttünk. Az eddig clöhozottak elégsé­
gesek annak belátására, hogy ha valamely külzeléki kifeje­
zésnek határozatlan avagy általános egészlete adatik, ennek 
határozott egészletét megtalálni semmi nehé zséggel sem jár, 
ha a folytonossági határok kellőleg tekintetbe vétetnek. 
Az eddig előhozott határozott egészletekhez, nagy fontossága 
miatt, még egyet kell csatolnunk, melyet e következő módon 
találunk meg : A 31)-dik szám 7) alatti mintájába e tétessék a 
helyébe, akkor tudván e-nek a jelentését, nyerjük : 
J 'x nexd x= xuex-— n J* exx"~1d x , 
itt pedig (—nx)-et tévén x helyett, és n-et (a—l)-gyel felcse­
rélvén, lesz :
J*e~nxxa~1d x ,
mely egészletet ha ismételve részletesen tárgyaljuk, e követ­
kező eredményre fogunk jutni :
5e-nx£ca—1 dx——e~
(q -l)(q ~ -2 ) „  . (q—l)(a—2 )(a—3) ^ a_ 4
na 3 ' <Yí ^
4"
1.2.3.4......... . (q—1)1
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Ezen egészletet pedig ha oo és 0 határok között veszszük, 
lesz :
x*~-xdx 1.2.3.4__7ia
(a—1)
41). (Határozott egészletek megalapítása más mó­
don.) Nem gyéren azon eset is fordul elő , hogy valamely 
adott külzeléki kifejezésnek határozatlan avagy általános 
egészlete zárt alakban elő nem állítható, ellenben bizonyos 
határok közötti egészlete könnyen meghatározható, még pedig 
zárt alakban. Hasonlóképen a külzelés és az ez utáni egésze­
lés , bizonyos állandó mennyiség szerint, szintén tekintélyes 
eszközt nyújt, új határozott egészletek létre hozására. A követ­
kező esetek a tárgy felvilágosítására szolgálnak;
(1-ső eset.) A külzeléki hánylatból tudjuk, hogy áll :
í1 m , 1xm~1a x = —m
mely egyenletet cőn-el szorozván, nyerni fogjuk
*+x 7 dmdx.xm~1dm=z— , mfm) 0
ezt pedig m szerint egészelvén, lesz :
nx  m~1dx: logm-\*C.I o logx
Az állandónak meghatározására, tétessék m—  1, lesz :
d x_q
logx
y _2L - 5
minek helyettesítése adja : i
í:
1.) í~*t x m~ 1__1—r------dx=loqm,0 l°9x
mely egyenlet állván, e következő is helyes lesz :
r  x"-1— i ,-zzzlogn,ío i°gx
és ezen utolsó két egyenlet kivonása által kapjuk
2 )
te11-1 7 7 m, -----dx—Loq— ,logx n
s ez egy nevezetes határozott egészlet.
(2 -dik eset.) Ha az előbbi szám 13) alatti képletét dm-
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mel, a 14) alatti képletet pedig szintén dm-mel szorozzuk, 
nyerni fogjuk :
ndm3.)
4-)
dxe^^dmsinnx—
o
*001dxe~mxdmcosnxz m dm ríi-\-ri
es
.2 ’
lia már most a 3) alatti kifejezést egészeljük m szerint, lesz :
ic>0 dxe~mxsinnx m-------------- ——arctq.— ,x J no
ide pedig k-1 tévén m helyébe, áll szintén :
tiwsí
r»o 
«- o
> ß
dxe.~kxsinnx=z—arctq. - ,
'  (V y n
mely két egyenletet egymásból kivonván, lesz :
r*ooe-k x _ e- mx _ m k
------------- ,smnx=arctq------arctq -  ,x J n no
és ha az arc.tg-sek különbségét egybe vonjuk, nyerjük :
í
í’* ° 0  o —k x ___dx -zzzarctg.'X (m—k)n n^-^-mk ’
itt pedig m—oo és k = 0  tétetvén, ered :
f*°° dxsinnx n5.)
í*o
J  0 X 2 7
mely egészlet teljesen új alakkal bír. Említésre méltó még az
is, hogy ezen határozott egészlet értéke nem függ n-töl, mert
, , u du . ,tévén x = -  , tehát dx— —, nyeriük : n n J
r^dusinu_n
J .  “ ^ '
mely egyenletben többé n nem fordúl elő.
Vegyük elő már most a fenebbi 4) alatti kifejezésnek 
m szerinti egészelését, áll :
íC>0dxe~mxcosnx -Jogfö+m-),
itt pedig k-t írván m helyébe, áll szintén :
í .
°°dxe-kxcosnx 1 , , „ , ?fA
------- --------- =  —  *),
o
és ezen két egyenletet egymásból kivonván, lesz ;
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6.) í:C*3 g—fcx  g—mxdx ---------x 1 7 wM-m2c0snx= 2 l0g^ + k ‘ ’
e kifejezésben pedig o és k=zO tétetvén, nyerjük :
r*°° dxcosnx
70 f x
mely szintén egy új határozott egészlet.
(3-dik eset.) Legyen meghatározandó a Laplace híres 
egészlete, mely e következő alakban adatik elő :
£ e. *'dx, vagy :
+ oo
e~ x dx.
0 «/ - o o
Ezen egészletek meghatározására, mindenekelőtt arra kell 
figyelmeztetnem az olvasót, hogy minden határozott egészlet 
értéke állandó szám, itt is tehát szabad lesz tenni :
e~x^dxz=:A,
s ennek folytán e következő egyenletnek is állnia kell :
)
e~7' dz~A ,
mely két egyenletet egymással szorozván, lesz :
a) S*oo r*oe~2*dz í o J  o e x dx= A
s ezen egyenlet még így is írható :
b)
/*oo /^ oo
1 dz 1 dx.e
J  0 «Jo
-(x2-f-Z2 ) _ ^ 2
itt pedig z= xt tétetvén, lesz : dz= xdt, ha t. i. x állandónak 
vétetik, és az utolsó egyenlet így áll :
JOO xdxe 'x2il+t2)= i4 :í,
mi által a benső egészlet egészelhetővé vált; tévén t. í.
x 2( l - \ - t ^ — u  lesz : x d x = ^ j  
s ennek folytán
1 rí
minek u szerinti határozatlan egészlete ez :
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11* e~udu
2 jT + r* = 2 ( 1 4 - í * ) ’
miből következik :
5e~ndu
2 3„ i+ í*  2 (i+ « -y
mely értéket a fenebbi egyenletbe helyettesítvén, lesz :
í,0°  dt . , «) C dl 1
* 8
lesz szintén :
f ° °  dt 7Z ^  „ V h
) .  2(1+F)= 4= 4 ' ' ’ k»™tkcz»lcS 
s így a kérdéses egészletre nézve áll :
<9.
7).
C O  -J
e~x' d x = - nU0
Ha pedig a fenebbi egészletet (-]-oo és —oo) határok között 
veszszük, akkor áll:
7 1 f n ^77 ,/■ —\ e * d x = Y  -^ r —— V 7l) avagy :
S’+ooe~x~dx~ V n ,
—oo
tehát az előbbi egészletnek kettczete, mint lennie is 
kell.
(4-ik eset.) A most megtalált egészleten alapszik e kö­
vetkező egészletnek a meghatározása is :
Íoodxcosrx.e~~ a x ; o
hogy ennek az adott határok közötti értékét ki lehessen talál­
ni. azt mindenek előtt r szerint kell külzelni, minek eredmé­
nye ez :
dUa ) *  =
OO
xdxe a2x .swrx
ezen kifejezésnek pedig legelőször határozatlan egészletét 
kell meghatároznunk, részletes egészelés által, J *udv=tuv 
—J*vdu képletet használván, melyben teendő :
x dxe~ zdv és sinrx—u, s lesz
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‘a x és du— rdxcosrx, 
miknek helyettesítése adja :
íxdxe" smrx—- i  ^ *e sinrx , r~<xy xe a x cosrx> 
ezen egészlet pedig o© és 0  határok között vétetvén, lesz :
é?00 /3C
\  xdxe~a * sinrx= — \
Jo 2 «2Jo
dice ax cosrx= —
ezen egyenlet pedig a fenebbi a) alatti egyenlettel összelia
sonlítatván, állnia kell szintén :
dU r rT dU rdr ..— — e,  miből : , következőleg
logU— — -jpr\-C, ebből pedig kapjuk :
l l  _ í l
Z7~ece 4a =  4a , s ennek folytán áll :
r2S»CO  ^ n ----- -dxe a x cosrx— Ae 4a ;
oA állandónak meghatározására, tétessék r=rO, lesz :
Íoo 
0
dxe' 2 , dt~ A  , itt pedig aAx^—t"-, tehát dx— ~
tétetvén, lesz :
C Z e - ^ = r dJ e - ^ l ^ = A ,
A « A o
mely érték meglevén, a kérdéses határozott egészlet lesz
p ° o
8 ). \  dxe
A u
2 \A „ _ _ d _
cosrx——— e 4aJ Ja
mely nevezetes érték csak a fenebbi egészlet segítségével 
megtalálható.
(5-ik eset.) Meghatározandó legyen e következő egészlet: 
3cosax
1 —j— dx.
Ezen kifejezés a szerint külzelve, adja :
du /♦ smax
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ezt pedig még egyszer külzelvén a szerint, nyerjük:
dhi
da* x*dx.
cosax
l+ íc '4 ’
mely egyenletet az eredetileg adott egyenletből kivonván, 
lesz :
d*u f  cosax . x*cosax\
u-3 ? “  j  1 + 5 Í  J  ’
s ezen kifejezést összehúzván, áll :
d'lu__ (*c
1 d“3_ 3o
dxcosax ,
melynek könnyen megtalálható egészletét oo és 0  határok 
között vévén, nyerjük :
d * u _  d*uu— — = 0 , tehát : ,da* da*
d * y .ámde az előbbiekből már tudjuk , hogy -j-~==icy külzelék-
nek egészlete ez :
y= B ey * -\-A e -* ^ ,
ha tehát esetünkben k ~  1 tétetik, ésa-tx-el felcseréljük, lesz : 
u^^Be* -j—A&~a‘,
mivel pedig az adott egészlet a-ra nézve nem lehet végtelen 
nagy értékű, azért B =.0 kell tenni, s lesz t 
u=Ae~*, s így áll :
SiCX? cosax .f x r ^ =
A állandónak meghatározására, tétessék a—0, lesz :
>í>0 dx
í<
í„ J-t-* mivel pedig :
dx __arctgX  ^ iesz ; ^4 — következőleg
9).
r»o
J  0
cosax 7i 
dX—í — r;==  l-|-ar 2
dCe kifejezésben pedig ha -  tétetik x  helyébe, és ma a helyé­
be, lesz :
10) fdx cosax —  ~— e~m*-\-x* 2m
10*
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Végre ha ezen egyenletet külzeljük a szerint, nyerni fogjuk: 
sinaxcn , j
4 00
x dx- 71
!8 rm'^ -j-cc2
mely megint egy új határozott egészlet. Az eddig előadottak­
ból világosan láthatni, hogy valamely állandó szerinti külzelés 
s ez utáni egészelés miként szolgál új határozott egészletek 
felfedezésére.
Az eddig előreboesátottak segítségével még e követ­
kező egészlet is meghatározható :
(6 -ik eset.) v— dx. sinaxa?(m2-}-a:2) ’
mely kifejezést a szerint külzelvén, nyerjük :
dv__ cosax
da I o m^-\-x<1 ’
mely egészlet a 10) alatti egészlettel ugyanaz, áll tehát :
dv__ 71 _
da 2 vi
mely kifejezés már könnyen egészelhető; áll t. i.
miből , 7ida d v= -—.e~ma, 
2 m
2m2 ä+C.
C állandónak meghatározására, tétessék a= 0 , lesz :
- i + e = 0 - ° = h > '
s mind ezeknek következtében nyerni fogjuk : 
sinax n12.)
CO
dx. 3Ü- ).cc('m2-j-ccí) 2m- 
s ez is, mint látjuk, egy új határozott egészlet.
Hogy a kitevöleges függvények alkalmazását is lássuk, 
a határozott egészletek felfedezésénél : vegyük meghatáro- 
zandónak e következő kifejezést :
*-)-oo
(7-ik eset.) u— I dXe x‘cos2rx ;
J -^ 50
akkor a külzeléki hánylatból tudjuk, hogy áll :
í 2rxVA— 1 I p —2rxt/ "— 1
Cos2rx=-------- ^ ---------- ,
mely értéket helyettesítvén, kapjuk :
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ídxe cos2rx= -\ dxe2rj —OO --  f»+00dxe
ti= —— l dxe
2  J  — O O
mit ekkép is szabad írni :
1)
t ó  + 2 .)
-xl  -  2 r x ^ — 1
mely két egészlet ha er2—1-2 mennyiséggel szoroztatik, ered :
_-2/*+00 . , _  ..2/'*-f-OC , r_
__e__I ^«.a-**+2rx'/ - 1+r*j_ dxe~*~~7rx^ ~ í+l2
1 J - O O■+
—r 2 ^ + ° °
dxe
- O O
= ? j £ - ^ " ' + í í
a;—r V —1= 2, és a?—|
-ÍöH-í Í
- ( x + t V - l ) 2
itt pedig tévén : x l zz x -\-rV —l=w , lesz
„ _ r J f * + c>0
due~~n2.
mely egészletek értéke már az előbbiekből ismeretes előttünk, 
áll tehát :
?re~~r2 , K  ne~ 1-2
s így a keresett határozott egészlet lesz :
f + o °
13.) S dxe.~~x2cos2rx= /  77.e~r~.
'  J-OO
minek folytán ugyanazon egészletnek oo és 0 határok közötti 
értéke nyilván ez lesz :
í 1 _dxe.~x"cos2vx=-e.~x2yr n.u
42.) (A határok felcserélése és beiktatása.) A hatá­
rok felcserélését illetőleg, az előbbiekből tudjuk, hogy áll :
í f (x )d x —f(b )—f(a ) ,
mivel pedig ezen kifejezés még így is írható :
Aa)~~iÁ aJ—fQ>)], áll szinte :
Íb í*&f(x )d x z=.— 1 f'(x)da
a J  bszabad tehát a határokat felcserélni, mihelyt maga a határo­
zott egészlet nemlegesen vétetik.
Mivel továbbá f(x )  függvény x—a és x ~ b  határok 
között folytonosnak vétetett, ha x=zc egy a és b között fekvő 
értéket jelent : akkor ezen egyenletnek is kell állnia :
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/ ( h) - f ( a) — [f(c) —f ( a)\j r  \ m - m ,
s ennek folytán e következő egyenlet helyes lesz : 
r*b í « c  p»b
\  f ‘( x )d x ~ \  f ( x )d x - \ - 1  f'(x)dx \
i )  a #y a »y c
itt tehát, mint látjuk, egy új c határ iktattatott be , s így vilá­
gos, hogy ha n még egy c és b között fekvő határ, áll szintén :
ÍD Í*C  í* n  f *  bf ( x ) d x — 1 f ‘(x)dx-\- l f'(x)dx-\- 1 f ‘(x)dx,
a ^  a # / c J  n
miből egyszermind látjuk, hogy két adott határ közé, bár­
hány új határt szabad beiktatni.
Továbbá látjuk, hogy c-nek bármely értékére nézve áll. 
f(P)-f(a)==.f(b-\-c—c)—f(a - f  c -  c), 
itt azonnal látjuk, hogy ha ezen egyenletnek jobb része oly 
egészletböl eredt, melynek értéke ezen egyenlet bal részével 
egyenlő, akkor h-\-c és a-j-c lesznek azon határok, melyek 
között a kérdéses egészlet vétetett, maga a függvény pedig 
f { x —c) lesz, mert csak ezen esetre nézve áll :
í * b  f b + c
1 f'(x)dx—  a f ( x —c)dx;
Ja J a + c
vagy azon feltét alatt, hogy fCx-é-c) még a folytonossági ha­
tárok között foglaltatik, és cc-t felcseréljük (cc-f-c)-vel, áll 
szintén :
/ • b + c  r»b
I  f ‘(x)dx— V f ‘(x-\-c)dx.
J a+c J a
Mivel továbbá e következő egyenlet is áll : 
e következő egyenletnek is helyesnek kell lenni :
avagy :
r*Ja f»bc
1 f{cx)dx— i f'{x )d x ,
tJ  a  ac
í  f ( x ) d x = :  f  /  0  
J a  J  ac
dx.
így például tudjuk, hogy e következő egészlet áll :
C°° dx n
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ha itten x-et felcseréijük (—íe)-el, s így a határok —co és 
0 -ra mennek át, az előbbiek szerint állni kell :
f*—00 dx _ n __ dx
J  0 2 a- -  J  „ '
Hasonlóképen áll szintén :
C  dx -i- f 0 dx ’ + °° cfo 
a 2 4 - £ t T 2 "
00 •
a2-4-aj2 1 \ a--\-x'- \OO * %J 0
Végre ha a 20)-ik szám «) alatti egyenletében 2m-et írunk w 
helyébe, és a kijövő egészletet (-f-1) és (—1) határok között 
veszszük, nyerni fogjuk :
x2mcIx  (2m—l)(2m—3 ) .................... 5.3.1
j _ j \  x "- 2ra(2m—2)(2m—4 ) ...............6.4.2^
Ha pedig ez cgészletben sinz iratik x helyébe, tehát dzcosz 
dx helyébe, és V í —x2=cosz: akkor, hogy sinz=  — 1 le-
71gyen , kell hogy 2= — —, hogy pedig sinz=  1 legyen, kell 
2
7t m 71hogy z= -  legyen, s így a ( + 1) és (—1) határok - J
( 0  -be mennek át, s ennek folytán áll :
' + 1 x2mdx c \  . o (2w —l)(2ra—3).............. 5.3.1\  dzsin2mz= )  A ’
es
: 2m(2m—2)..................... 6.4.2
miről a 34)-dik szám 11) alatti képlete segítségével meglehet 
győződni.
Ez alkalommal nem lesz érdektelen megmutatni, mi­
ként lehet a már ismert Taylor sorát származtatni, határozott 
cgészletek segítségével; ugyanis ha /(a?)-nck külzeléke 
f ‘(x)dx által terjesztetik elő, akkor áll szintén : 
f f ( x ) d x = f ( x ) ,
mely egészlet (x-\-h) és x határok között vétetvén, lesz : 
f(x)dxc=f(x-\-h)—f(x).
i
Ha ezen egyenlet bal részében (x~\~h—t) iratik x helyébe, 
tehát —dt dx helyébe (t egy új változót jelentvén), akkor á ll: 
f ' (x)dx=-— \
S
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minthogy pedig tudjuk , hogy az egészlet jegyét megváltoz­
tatván, a határok is felcserélhetök, áll még :
a) f  f '(x )d x — f  f( x - \ -h —t)dt h) —/(a?).
%J ^ J  X()
Vizsgáljuk meg most a határozatlan J*f'(x-\-h—t)dt egészle­
tet az által, hogy reá a részletes egészelési mód alkalmaztas- 
sék , az általános J*udv=uv—J*vdu képlet segítségével, mi­
ben teendő :
dt— dv lesz v—t,ésf(x-\-h—t)=u, s lesz du——dtf"(x-\-h—t), 
miknek helyettesítése adja :
b) J*dtf'(x-\-h—t) =  tf'(x-\-h — f)-{- J* td tf\x-\-h  — t). 
Ezen utolsó egészletet pedig megint részletesen tárgyalván, 
tétessék :
tdi=dv tehát v=~ —t) lesz du=—d tj“'(x-\-h—t),
s ezeknek folytán :
c) ^ t d t f \ x ^ r h~ t)— t^ f ,{x-\-h—t)- \-^ —dtf'‘,{x-\-h~t) ,
mely utolsó egészlet, ha újra tárgyaltaik részletesen, és 
ugyanazon műtétéi még tovább is folytattatik, e következő 
eredményekre fogunk jutni :
mivel pedig ezen helyettesítés folytán szükségképen a hatá­
rok változása is beállt, ezeknek meghatározására az (x-\-h—t) 
kifejezésben először x-\-h írandó t keljébe, mi által a felső 
határ = 0  lesz, azután pedig x  teendő t helyébe, mi 
által az alsó határ h jön ki, s így áll :
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2.3 (n—!) ' 1(a?4-^—04"
ín 1 .
2.3 . . . .  n—1dtfn(x-\-h—í).
Ezen egészlet pedig, ha h és 0 határok között vétetik, áll : 
J  dtf'(x-{-li— t)= lif(x)-\-h~ f'{x)-{-  
h* ..........  , A11“ 1
2.3.4^ * ) +
fj tn-
2 .3 ....  n—1’ 
dtfn(x-\-h—t) ,
/ n- 2(*)4-
»2*3---- '
végre á fenebbi a) egyenletet tekintetbe vévén, lesz : 
f(x + h )= f(x )+ h f(x )+  ^  /•-'(*)+ " O H - ...................
+  2 ^ .T T Í = Í /n~,(a:)+j  o2.3..(. . l - l d'/ " ^ + ,i~ i) ’
s ez nyilván a Taylor keresett sora, melynek utolsó és hatá­
rozott egészlet által adott tagja, a sor kiegészítő tagjának 
neveztetik.
43.) (Euler egészlete.) A 40)-dik szám utolsó határo­
zott egészlete ez volt :
1.2.3.4............fa—1)So oe~nxoca - 1  dx~- n*
Ha már most a megtalált b), c), d) , e) . . .  alatti értékek egy" 
másba helyettesíttetnek, nyerni fogjuk :
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melyben ha n—1 tétetik, nyerni fogjuk :
e~xíca_1áíc=l. 2.3.4.............. (a—1),y
miből látjuk, hogy a jelen egészlet, ha a kitűzött határok kö­
zött vétetik, a-nak függvénye, mint ezen egészletnek első 
megtekintéséből látni lehet. Ezen kifejezés azonban csak azon 
esetre érvényes, ha a egész tevőleges szám; itt tehát 
nyilván azon kérdésre kell felelnünk, hogy mi értéke lesz 
ezen egészletnek, ha a kitevő tevőleges törtszám. Mind 
két esetben látjuk, hogy xa~xe~x kifejezés x-nek folytonos 
függvénye, mivel valódi törtszámot képvisel. Az eddig mon 
dottak szerint tehát helyes lesz e következő egyenlet:
oo
e~xx a,~ldx— r (a), 
o
mely jelkép által ezen nevezetes egészlet szokott jelentetni 
írjuk e kifejezésben tehát dx=2ydy, s nyerni fogjuk :
í*oo /'•oo
\  e—xcca~ xdx— 2 1 dye~^y?n~1.
Jo  Jo
Ha továbbá az adott cgészletet részletesen tárgyaljuk, tévén •
uz=ze~* és dv— x*~xdx, lesz du— —e~xdx és i>=—,7 a
következőleg
h■~x.Xa~1dx: e~~*x -j- - 1 e—*xadx,
ezt pedig OO és 0 határok között vevén, mivel a jobb résznek 
első tagja mind két esetben elenyészik, áll ;
í*oo  ^poo
I e~xx*~ldx—— 1 e~xxadx.
«/ ü a,J o
miből világosan következik, hogy állnia kell e következő 
egyenletnek :
r (á ) = ■ ■ ■■—- ; , miből: a
a,r(a)=r(a-\-1),
mely képlet segítségével r(a) mindig kiszámítható, ha 
a egész tevőleges szám; s így állnak e következő egyen­
letek :
r(2j=i.n(i), /’(3)=2 r(2)=2.ir(i),
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mint az az előbbiekből ismeretes előttünk, áll : 
^a -j-lX  2 a— 1 2 «—3
< - 2 J  2 2 ------
mely érték tehát azon esetre áll, ha a tevőleges törtszám.
Ez pedig az Euler egészelési módjából eredő úgyne* 
vezett Gamma függvény.
Eulernek más rendű egészlete, e következő kifejezés 
ben áll :
l x)*~'dx=
J o  r (P~\-q)
melynek igazolására Poisson tudós e következő módot adja
elő : Tudván ugyanis, hogy e következő két egyenlet áll :
Cooe~y2yip~ ldy} és :
5 . ? .L  V i  
2 2 a
í:f* o°
r(q)— 2 % e~x2as2q~1c?cc, 
ezen két egyenlet szorzása által kapjuk :
s igj általánosan is áll :
7 » = ( n - l ) ..........3.2.1.J\1);
ha pedig az eredetileg adott egészletben a = l  tétetik , ered :
r (a) ~  1.2.3.4................ (a—1); mint ezt az előbbiekben már
meg is találtuk. Hasonlóképen találjuk szintén :
mivel azonban áll :
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Ío o  r * o oI e~(**+y2\y .2v~1x2cl~idxdy,
0 Jo
e kifejezésben pedig, ha x  és y alatt épszögü összrendezöket 
értünk, azután pedig dxdy-nsik szorzóját azaz
e-(x2+y2)^2p-1^2q-l__2,
a térben létező harmadik összrendezőnek veszszük, akkor az 
előttünk álló kettős egészlet azon testnek térfogatát képviseli, 
mely az összrendezök szögében fekvén, x y , cez, és yz 
sikok által záratik be. A fenebbi kifejezés alakját változtat­
ni fogja, mihelyt x és y helyébe sarkösszrendezőket vezetünk 
be , azaz tétetik :
x —rcosw és yzzzrsinw, 
minek folytán lesz :
dxdy=rdrdw,
mit helyettesítvén, és a kijövő kifejezést úgy egészelvén, hogy 
az egyik egészlet w ~ 0  és a második egészlet pedig
r~ 0 és rz=oo határok között véttessék, nyerjük :
r(p)r(q) =  4 i l 2 z.rdrdw,
J  0 qJ o
ide ped ig ha 2-nek r és w által kifejezett értékét helyettesít­
jük, e következő eredményre fogunk jutni :
r ( P) r ( j ) = 4 l  Í V > ’ #r2(p+q>—i.sín2p—1w\cos2q~'1M, 'drdwf
•J o J  o
ezen kettős egészlet mint látjuk, e kö vetkező két egészlet 
szorzatának tekintendő, úgymint :
/ *  O O
1 e~I\r 2^ +(l'>~1dr, és l 2sin2p~1w.cos‘lcl~íw.drdw,
J  0 J  0
mely egészletek elsejének az adott határok közötti értéké 
nyilván :
a második egészletre nézve pedig tétessék simo= V^x, lesz
, miknek helyettesítésecosw—V  1—x és dw— -
% V xV \— X
által a kérdéses egészlet e következő alakot kapja :
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i C  xP~l( l —x)^~íd x )
hol — határt nyilván egységgel kellett felcserélnünk. Ez pe-U
dig Eulernek másod rendű egészleíe, melyre nézve már most 
áll :
mi által fenebbi állításunk be van bizonyítva. Végre nem lesz 
felesleges annak megemlítése, hogy ezen egészlet értéke 
Betta függvényének neveztetik; s e miatt ekövetkező jelkép 
által is szokott előterjesztetni :
>»•
Ha e kifejjezésben r iratik q helyébe, és p-\-q iratik p helyé­
be, nyerjük :
B (p+ qr)- £ ( j p ± í m
t P + í ’ }~np+lr)’
és ha az utolsó két egyenletet egymással szorozzuk, ered :
n, n , ■, r(p)r(q)r(r)B ( m ) . B ( p + q , r ) =  r { p + q + r y
Ezen kifejezésnek jobb része az értékét nyilván nem változ­
tatja, ha p, q és r mennyiségeket bárhogy felcseréljük, s 
így ugyanannak kell állnia ezen egyenlet bal részére nézve 
is, következőleg
B(p,q).B(p-{-q,r)=B(p,r).B(p-{-r,q)=B( q,r).B(q+r,p) 
mely tulajdonság egyébiránt már a fenebbi a) alatti egyen­
letből látható. Ennek folytán pedig állnia kell e következő 
egyenletnek :
JccP-^l — xY~ xdx= . í  1(1— x^v—^ dx.o J  oAz a) alatti egészletnek felső határa azonban általánosabban
miből nyerjük, :
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felfogható, ha t. i. benne -  iratik a? helyébe, tehát — dx he-c c
lyébe, akkor kevés rövidítések után nyerjük :
C X v -1(c--£c)q_1áíC=:Cp+q—1 • —
Ja *Tp+?)
A Betta függvénynek ezen tulajdonságából, a Gamma függ­
vénynek egy új tulajdonságát is lehet származtatni, mégpedig 
e következő módon : Az a) alatti egyenletben tétessék p —q, 
lesz :
f»i
£cp~,( l —cc)p ~idx= B (p,p ) ,í
1e kifejezésben pedig, ha -(1-j-y) iratik x helyébe, mely eset- 
dvben dx= —^ lesz, akkor a határok nyilván (-|-1) és (—l)-re 
mennek át, és e következő egyenletre fogunk jutni :
cjiFTi^ ( 1 —y/l)p~ldy= B (p , p) ;
mivel pedig könnyű belátni, hogy helyes e következő 
egyenlet :
r+i
j  (1—y^y-'dyz
helyesnek kell lenni ezen egyenletnek is :
2 ^ = 2  (  ( ! — y * y - xd y — B ( p , p ) .
•J ü
Ezen utolsó egészlet pedig a Gamma függvény alakjára vissza­
vezethető, ha t. i. z iratik helyébe, lesz :
^ __dz__ dz
=2Í‘+(1 - y i y - ’dy,
V • '  0
2V ’
és az utolsó egyenlet még így is áll :
1
2 ^ t j o 2 X1—•zy -xdz~ B {p ,p ); 
ámde az a) alatti egyenlet szerint kell hogy álljon :
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s így helyes lesz e következő egyenlet is :
2^J0
minek folytán áll szintén :
B(P > P )= 2 ^ i B  Q i '? ) *
és a h) alatti egyenlet szerint :
i rG>(^r(p)r(Pl
r(ßp) 22?- í
< » + * ) ’
és ha még azt is tekintetbe veszszük, hogy :
rCä)=^”’ lesz:
r (p)r Q + p ) =  2^=1 ^ ”-r(2p),
és ha p  egész tevőleges szám, ezen utolsó egyenlet ebbe 
megy át :
rú+,,y V  n r(2p)22p- 1 r{p) ’
mivel pedig az előbbiekből ismeretes előttünk, hogy : 
r(2 p )= \.2.3.4 . . . . . .  (2p—1), és
r (p  )= 1 .2 .3 .4 ............ (p —1), áll még :
T ✓ 'l I I x  G w 4 ......... Ofo—1)
V2 ' ^ >/”  2 ^ i  ■ 1.2.3.4 . . . . .  (>—1) •
s ezen egyenletnek figyelmes megtekintéséből ered :
_2i . .  r / ' + A =  1 X 3 Á ............(2p~ 1}V h  V j f 'V  2"->1.2.3.4.............. ( , , - 1 )
avagy rövidebben :
V 7  r Q + í ' ) = 1 '3-5-7 ........... (2e -> )-
A most megalapított Gamma és Betta függvények, igen 
kényelmesen szolgálnak számtalan új határozott egészletek 
felfedezésére; ugyanis ha a fenebbi a) alatti egyenletben
v jX y  iratik x helyébe, mely esetben lesz :
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É(É+l)áy
-  (*+*)■ ’
s hasonló módon találjuk szintén :
* ( i  - y )1 — x z
k + y
akkor ezen értékek helyettesítése által kapjuk
Iflfi-f l ) p£ 'dy I(p)T(q) r ÍP+'l)’
miből nyilván ered :
—yy-'dy  J ___  rí:p)r(q)
J 0 (H -y)p+q
mely határozott egészlet, mint látjuk, egészen új.
MÁSODIK FEJEZET.
AZ EGÉSZLETI HÁNYLAT ALKALMAZÁSA 
A MÉRTANRA.
44.) Ezen alkalmazás különösen e következő négy mű­
tétéiben áll : 1-ször) A sík görbe vonalok által bezárt felüle­
tek négyszögítésében. 2-szor) A sik görbe vonalok egyenesí- 
tésében, avagy hosszaik meghatározásában. 3-szor) A görbe 
felületek, nevezetesen pedig a forgási felületek kisiklásában, 
s végre 4-szer) A testek, különösen pedig a forgási testek 
köbözésében. Ezen négy műtétéit tehát itt rendben tárgyalás 
alá fogjuk venni.
A GÖRBE VONALOK ÁLTAL BEZÁRT SIK 
FELÜLETEK NÉGYSZÖGÍTÉSE.
45.) Egy épszögü tengely-rendszerre nézve , képzeltes- 
sék tetszésszerinti OA sík görbe vonal (2-ik idom), akkor 
ennek bizonyos p  pontjának összrendezöi lesznek Om— X és 
vip—y, mely két egyenes és az Op=s görbe vonal által a sík 
Opm felület záratik be, melynek meghatározásáról itt szó van. 
Ezen felületre nézve azonnal látjuk, hogy ez cc-nek valamely 
függvénye, mely függvénynek a megalapítása a jelen érteke­
zés czélja. Hogy tehát ezen felületnek megfelelő általános 
mintát lehessen felállítni, növesztessék az Om~x metsfcék 
mn— dx külzelékével, akkor az Ori=x-{-dx metszőknek az 
nq=zy-\-dy rendező felel meg, és az mpqn felület nem lesz 
egyéb, mint a keresett Opm=F felületnek végtelen kicsiny
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növete avagy külzeléke, melynek meghatározása már könnyű, 
minthogy az mpqn idom oldalmás alakú, melyben pq ív egye- 
nesívonalnak tekinthető, felülete tehát e következő lesz :
(2 -ik idom.)
hol a másod rendű végtelen kicsiny tagot elhanyagolván, és a 
hátra maradó egyenletet egészelvén, nyerni fogjuk :
í.) f e L f e + d
ez pedig már azon általános minta, melynek segítségével bár­
mely görbe vonal által bezái t felületet meg lehet határozni, 
mihelyt y helyébe, a görbe vonalnak megfelelő és x  által ki­
fejezett érték helyettesítetik, miből egyszersmind látjuk, hogy 
F  valóban íc-nek függvénye. Ezen mintának alkalmazása vé­
gett e következő érdekes példákat hozzuk elő:
(1-sö Példa.) Meghatározandó legyen a hajtalék felüle­
te. Ezen görbe vonalnak egyenlete : y<1= px, következőleg 
y^V^pXj mely érték helyettesítése adja :
F— ^dxV ^px^V ^p^ x^dx—^xVpx-\-C .
Az állandónak a meghatározására látjuk, hogy x-el F is ele­
nyészik, az állandónak tehát értéke nincs, s így áll :
j-y 2 j/- 2F—^xV px=^x.y,
mely eredmény azt mondja, hogy a kérdéses hajtaléki felület,
2az x és y oldalú épszögnek át teszi.
EGÉSZLETI HÁNYLAT. 163
Ha két rendező között fekvő mpfk felület (2-ik idom) 
meghatározása kivántatnék, akkor Om=.a} és Ok—b tétetvén, 
a kérdéses felület nem lesz egyébb, mint b és a határok kö­
zött vett egészletiink értéke, s áll :
0
í*h __ O _ O _
'ipfk) felület =  l d xV p x—^h Vbp—• -a Vap.
J  a 6 ó
p(bV b—aV^a).
(2-ik Példa.) Meghatározandó legyen a kerülék felüle­
te. Ezen görbe vonal egyenlete : y=z-Va"—a?2 lévén, az ál­
talános 1) alatti minta így áll :
7 f
F—- I dxV^a1—x--\-C,
s nincs egyéb hátra, mint csak a kijelentett egészelést 
véghezvinni, mi végre a 21)-dik szám III) alatti képlete 
használandó, melynek összehasonlításából ered :
m=0, a—a*, b— —1, n=z2 és p —\ } miknek helyettesítése
u
adja :
dieV a1—x-— -'V  a -—c a-í dxPa°-2 1 2
mely utolsó egészlet már ismeretes lévén, ha még az állandó 
szorzó is tekintetbe vétetik, nyerni fogjuk :
bxV a2—x“2 .a b  . x .
J?=— 2Í------+ ja r c s ,n -+ C .
Az állandónak meghatározására, a (3 ik idom)-ból látjuk, hogy 
az Om— x metszékhez tartozó Ocnm felületről volt szó, mely x- 
el szinte elenyészik ; de mivel ez esetben F  felület is 0-sá vá­
lik: C állandónak itt értéke nem lesz, a keresett teljes felület 
tehát e következő egyenlet által fog adatni :
ab
F =
bxV^ a-—x l 
2
. x—arc.8in-  : 2 a
ha pedig a kerülék egyenlete vétetik tekintetbe, ezen kifeje­
zést még így is szabad lesz írni :
, xv .a b  . x — arc.sm-  ; 2 a
11 *
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ha már most a (3-ik idom)-ban On átlót húzunk, a kérdéses felü­
let két részre fog osztatni, melyek egyike az Onm háromszög,
(3-dilc idom.)
melynek felülete á második OnC pedig, melyet kerü-
léki kivágásnak szabad nevezni, nyilván ^ arcsin^ kifejezés
által fog adatni. Ha az utolsó egyenletben x— a tehát y —0 
tétetik, akkor a kerülék negyedének felületét fogjuk nyerni, 
s ez lesz :
„ a b  ábn.t —— arcsin\=  ,2 4
a kerülék egész felülete tehát lesz : —abn, mely kifejezésben 
ó = a  tétetvén, a kör ismert a-n felületét fogjuk nyerni :
(3-ik Példa.) Megtalálandó a mentelék felülete :
Ezen görbe vonal egyenlete ? /= -V x 2—an- lévén, áll :
F= * j  dx V x * - a l-\-C,
minek egészelésére e következő csinos mód alkalmazható 
Tétessék t. i.
_ |/  ^^>2 ^2
V x q—oP— tx. s lesz : a?2==---- - , és t—----------- , tehát; 1— x ’
^dxV ^ X*1—aq=  ^ txdx,
mely egészlet, ha részletesen tárgyaltatik, teendő lesz :
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dv—xdxy és u=t, s lesz : — és du— dt,
miknek helyettesítése adja :
f  / tx" l C 1,1I tx d x= —------\x -d t, avagy :
1* tx- a-í* dt
y xdx= ~ 2 ) i =
mely utolsó egészlet már ismert alakú, áll tehát :
c  7 tx2 . a°- 1 — t
és ha £ helyébe értékét visszahelyettesítjük, áll :
Hí„  o-i , --------  b x V x n-—cd . ab. x— x -—a2 .F = -  V dx V x*—aT-=.----- 7.------ + T %  , ---- - " K ,4 as-f-K ar—a22a
mely kifejezés rövidítésére jó lesz, az utolsó tagnak mind 
számlálóját, mind nevezőjét (x-\-V x'1—a-) mennyiséggel szo­
rozni , és ezen törtszámot egyszersmind naegforditni, mi által 
kapjuk :
bxV^x'1—a2 ab7 x-A-Vx-—a- .
F= -----  2a-------2 l°;f----ä-------- +C>
ez pedig azon menteléki felület volna, mely a (4-dik idom)- 
ban ÁLD által állíttatik elő, mely, mint látjuk, elenyészik azon
(4-dik idom.)
esetre, ha x= a; mivel pedig ezen értékre nézve kifejezé 
síink mindkét tagja szintén elenyészik, az állandó is = 0  lesz 
s így a mentelék teljes felülete így áll :
_  bxV x'1—ál ab. x -\-V  x'1—á1
F~ — Ta---------------------- «------- '
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és a mentelék egyenletét tekintetbe vévén, áll szinten :
se—j— cc2—a3„ xy ab , „
F=  f -  T  log-
s mivel az tag nyilván nem egyéb, mint az OLD három-Lt
szög felülete (4 dik idom), következik, bogy a jelen kifeje­
zésnek utolsó tagja nem lehet egyéb , mint az OAL felület, 
mely menteiéin kivágásnak szokott neveztetni.
(4-dik Példa.) Az egyenoldalu mentelékre nézve, mely­
nek összrendezöi a végérintőkön számíttatnak, áll :
a'1
* í/= ö  > miből : y— - —.J 2 x ’
mely érték helyettesítése által kapjuk :
dx
F = - z \ - + C = o  logx+Ci
ha x ‘ azon metszék, melyre nézve a kérdéses feliilet elenyé­
szik, akkor az a?'és x metszékek között fekvő felület e követ­
kező határozott egészlet által fog adatni :
3 dx_a nr*
V ° gx -’
1 ccés ha a— 1, akkor egyszerűen áll : F— -log—, s így a met-
székek természetes logarithmusai által azonnal ki van fejezve 
ezen mentelék felülete, mi miatt ezen logarithmusok mente- 
léki logarithmusoknak is neveztetnek (hyperbolische Loga­
rithmen).
(5-dik Példa.) Ha azon görbe vonal felületéről volna 
szó, melynek egyenlete :
y = a x, akkor áll :
4 *
F— \  axdx=-1-----\-C,1 Loga
mely felület ha megint x és x ‘ határok között vétetik, áll :
ax—ax' Fx .F ~ —----- =  I axd x ;l°ga J s/
a kérdéses görbe vonal az (5-dik idom)-ban terjesztetik elő, 
hol OX a metszéki, O Y  pedig a rendezői tengely, tehát
EGÉSZLETI HÁNYLAT. 167
Op— x' és Ü m = x, a megtalált felület pedig z=pqnm; ha pe­
dig ce '= 0 , akkor az OBnm felület lesz :
loga
hafpedig a metszekek nemlegesek, mely esetben O-tól X' felé
1 - a~xszámíttatnak, akkor a felület lesz : ——------ , mely kilejc-; loga J J
zésben a'=roc tétetvén, azon felületet nyerjük, mely a 
görbe vonal és annak 0 X ‘ tengelye között végtelenig ki­
terjed = 7—-—. loga
(6 -dik Példa.) Meghatározandó a hengerlék felülete. 
Azon feltét alatt, hogy a metszékek a hengerlék C csúcspont­
jából számíttatnak , legyen CK~rx egy tetszésszerinti met­
szők, melyhez tartozik az NQ—y rendező, akkor QCN lesz a 
meghatározandó felület, melynek kiszámítására áll : 
f  ydx= xy— f  xdy •,
továbbá tudjuk, hogy a hengerlék ez esetbeni egyenlete : 
r— x , /■—--------y —r.arccos------- j- V 2rx—x 12, miből :
dy- (2 r—x)dx 
V  2rx—x ’1 ’
s ennek helyettesítése adja :
J* ydx—xy—J* dívV 2rx—x ,
mely egyenlet figyelmes megtekintéséből látjuk, hogy xy 
szorzat nem egyéb, mint a QLCN (6 -dik idom) épszög felü-
(5-dik idom.)
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lete, melyből nyilván QCL rész kivonandó, hogy a hengerlék 
(6-dik idom.)
QCN felülete nyeressék ; kifejezésünk második tagja tehát 
ezen kivonandó részt állítja elő, ámde ugyanazon tag a nem­
ző kör felületének FCN részét is terjeszti elő, következik te­
hát, hogy a QCL felület az FCN felülettel ugyanaz. A fél 
hengerlék ACD felületének meghatározására tehát, az AGCD 
épszög felületétől az ACG felületet ki kell vonni, mely felület 
nyilván a félkör CFD felületével ugyanaz; mivel pedig az 
ADCG épszög felülete =nr.2r=27ir-, a félkör felülete pedig
1 3=  lesz a fél hengerlék felülete z=z—nr'l) az egész henger-u u
lék felülete pedig = 3 ^ r3, azaz, ezen felület a nemzőkor há­
romszoros felületével egyenlő.
Csinosabb módon találjuk föl a hengerlék felületét, ha 
számítás alapjául e következő két egyenlet vétetik föl : 
x= r( 1— cosqi) és y=r(<$-\-sinty) , 
melyeknél fogva a metszékek szintén C pontból (6-dik idom) 
számíttatnak. Ezen egyenletek elsejét külzelvén, kapjuk : 
dxz=zrd(psincf,
mit az általános egyenletbe tévén, lesz :
F-r^j*dcpsinq>(y-\-cosq)) , avagy : 
F = r<iJ tqid(fsinq)-]-r'1J %dcfsin-(f ; 
ezen egészletek elsejét részletesen tárgyalván, kapjuk : 
r<1f  cpdqisincpzzz—i^ cpcoscp-^ -r^ sincp , 
a második egészletre pedig egy ismert lenyomási képletet al­
kalmazván, lesz :
c?<j)Sin2g)=* r^sinycoscp . r 2qp
s mindezeknek folytán :
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n  o , „ . r^smcpcoscp r*qp .
F zsz— r*cpcoscp-\-r*smcp------------------- (- —— j- C.Lt U
Az állandó meghatározására tudjuk, hogy ha cp—0, a kérdé­
ses felület is elenyészik, miből következik C--0 , a keresett 
és cp szöghöz tartozó teljes felület tehát lesz :
. Fsincpcoscp r-cp f  — —r-cpcoscp-\-r*sincp-------- ------- {- —-;
ha végre a fél hengerlék felületét akarjuk nyerni, akkor csak 
n teendő cp helyébe, minek eredménye lesz : 
v~7i 3F=zr-7i-j—— =  mint előbb.Li £
Ha pedig számítás alapjául e következő két egyenlet 
vétetik :
x=r(cp—sincp) és yz=zr(l — coscp) , 
melyeknél fogva AB  lesz a metszéki tengely, akkor áll : 
dx— i:dcp{\—coscp)} s ennek következtében
dcp—2r-Jidcpcoscp-\-7,~J'dcpcos-cp, avagy :
F—r-cp—2r*sincp -j- r-sincpcoscp2 1 2
minthogy pedig, ha <p=0, az F  felület is elenyészik, lesz (7=0,
s így =
v  o , 1 o o 2 • I r°-sincpcoscp h — r-cp -f-- r 2g)— 2 r 2smcp-\--------- -------,Lt
hol cp—n tétetvén, a fél hengerlék felülete lesz :
3
F = -n r<l} mint előbb.
u
(7-ik Példa.) Határoztassék meg a Cissois felülete. Ezen 
görbe vonal egyenlete, mint tudjuk, e következő :
ÖT-
r- v X 1-a—x
mely értéket ha az általános négyszögítési egyenletbe helyet­
tesítjük, lesz :
V  x
a—x
és ha \ í íc-el mind a számlálót mind a nevezőt szorozzuk
lesz :
x dx.-
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F _  r  xH x  
J  V ax—í
-c.
Ennek egészelésére alkaltnaztassék e következő lenyomási 
képlet :
xmdxi 1.Vr2<ax—x- , a(2m—l)f* xm~1dx V2ax—x ~  m ' m J  ~ax—x"-
melyben m ~ 2, és 2a helyébe a-t tévén, kapjuk :
Í x2dx   x V a x —cc2 . 3aC xdxax—as2 % 4 í^ y ax—x
az utolsó egészletre pedig újra alkalmazván az előttünk álló 
lenyomási képletet, lesz :
dxC xdx
j  ax — x'1 2J V ax—x n- ’
mely utolsó egészlet már ismeretes lévén, a helyettesítés meg­
történte után kapjuk :
xV^ax — x*1 3 aÍ x^dxV  ax—x? 2
a—2x
V ax—x"~ -}-
3a2-r-arccos-----8 a -c.
Az állandónak meghatározására, a kérdéses görbe vonal ter­
mészetéből tudjuk, hogy ha oc=0, a hozzá tartozó felület is 
elenyészik, mely körülmény C=0 értékére vezettetvén, a tel­
jes felület lesz :
„  xV  ax—cc2 3a .r -------- - . 3a2 a—2xF— ---------------— — V ax— íc24- arccos------- ,2 4 1 8 a
mely általános kifejezésben x helyébe, 0 és a határok között
fekvő minden tetszésszerinti érték tehető. Ha pedig az egész
végtelenig kiterjedő cissois felületét akarnék tudni, akkor az
előttünk álló kifejezésben a lesz teendő x helyébe, mi által
kapjuk :
3a2 ' 3a*nF=  -^-arccos{ — 1 ) = —g—;
mivel pedig nem egyéb, mint azon kör felülete, mely a
cissois szerkeztésére kívántatik , és az előbbi kifejezés még 
igy is írható ;
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_ 3 a-n
F = g ' x - következik
hogy a cissois felülete egy oldalról, ezen kör felületének --vei,
u
tehát mind két oldalról azaz a cissois egész felülete az emlí­
tett kör háromszoros felületével egyenlő.
46.) (Négyszögítés sark-összrendezök által.) Ha F
a gyupont azon görbe OB vonalra nézve, mely a (7-ik idom)- 
ban terjesztetik elő, akkor Fm— r és OFm~v szög által, nem
(7-dik idom.)
csak m pontnak fekvése, hanem az OFm felület is teljesen 
meg van határozva. Egy négyszögítési általános egyenletnek 
származtatására, növesztessék v szög dv külzelókével, akkor 
az Fm és Fn vezető sugarak végtelen közel állnak egymás­
hoz, az Fmn háromszög tehát az OFm felület végtelen kicsiny 
növete avagy hülzeléke lesz, melynek meghatározására hú- 
zassék mp függőlegesen Fn-re, s á ll: mp^zrsindv— rdu, mivel 
dv szög végtelen kicsiny ; s mivel F n~ r-\-dr= r , a kérdéses
1
háromszög felülete lesz: =-r*dvz=dF, ha t. i. F-e\ jegyez-Li
tetik az OmF felület, s ennek folytán
F = \fr U v + C ,
mely már a négyszögítésnek általános egyenlete, melyben 
csak r helyébe az illető érték teendő. Példa gyanánt vegyük 
fel, hogy a hajtalék felülete meghatározandó; akkor ezen 
görbe vonal sarkegyenlete e következő ;
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_____ V
2 ( 1 -cosv)1
mely értéket r helyébe tévén a fenebbi egyenletbe, áll :
dv~íí(1-j-coso)2 ’
mivel pedig l-\-cosv—2cos2- v } lesz még : 
„_p'1 C dv ___p q f* du
3 2  1 T ~  1 6 ]  c ö s % ?cos4—u ”
ha t. i, ^rv=u tehát dv— 2du tétetik. Ezen kifejezés egészeié-
u
sére szolgál a 34)-dik szám 14) alatti képlete, melynek segít­
ségével nyerjük :
Í du sinu . 2  c o s 4«  3 .cos3m ^ 9 U,
s ennek folytán :f=^ Gd^ +0+C<
és ha u helyébe az eredeti érték visszahelyeztetik, lesz :
i?=f i ' 4 " G Mc^ ',+ 0 + 6'i
mivel pedig u-vel F  is elenyészik, C állandónak sem lesz ér­
téke, s így a teljes felület lesz :
mely képletben ha v—90° tétetik, nyerjük azon felületet, 
mely a gyupontból függőlegesen emelt vezető sugárhoz tarto­
zik, s ez lesz : mint lennie is kell, minthogy1 u
p q 2  p  p—r = 7 * minek értelme világos.
1 2  3  4  2
Vegyük föl még, hogy a logarithmusi csigavonal felü­
lete meghatározandó, akkor áll :
r= a v ,
mely értéket az általános egyenletbe tévén, lesz :
F—\ \  a2vdv+C= Aloga -67.
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Az állandó meghatározására tudjuk, hogy ha v—0, F  felület 
is elenyészik, áll tehát :
Ha pedig a fénebbi egészlet v és u határok között vétetik, áll :
és ha a~e  , nyerni fogjuk :
miből látjuk , hogy a kérdéses felület mindig megtaláltatik, 
ha a vezető sugarak négyzeteinek különbsége elosztatik 
négygyek
Hasonlóképen találjuk meg az Archimedes csigavona­
lának felületét is. Ezen görbe vonalnak egyenlete:
s minthogy v-vel F  is elenyészik, lesz C= 0, következőleg
v v
azaz, a vezető sugár négyzete szoroztassék a megfelelő szög­
nek hatod részével, sugári részekben adva.
A GÖRBE VONALOK EGYENESÍTÉSE.
47.) A görbe vonalok hosszának meghatározása egye- 
nesítésnek mondatik. Ezen műtétéinek véghezvitelére, egy 
általános képlet lesz szükséges, “melyet e következő módon 
származtatunk : Látjuk t. i. hogy Om=x metszéknek (2-dik 
idom) 0 /)= s ív felel meg, ha pedig ezen metszéket mn— dx
4toga ’
és ha e iratik a helyébe, lesz :
r—av, minek helyettesítése adja :
, következőleg :
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külzelékkel növesztjük, a hozzá tartozó s ív szintén pq=zds 
végtelen kicsiny növést nyer, és ha pr párhuzamos OXhez, 
ered pqr az úgynevezett külzeléki háromszög, melyben 
pr—d x , qr—dy és pq= ds, s ennek folytán áll : 
ds'i=^dx--\-dy'11
miből gyököt húzván, s azután egészelvén, nyerni fogjuk :
1 ). z\,b\/i+dS+c’
s ez az egyenesítésnek általános egyenlete , melyben csak 
helyébe, a kérdéses görbe vonal egyenletének első külze­
léki hányadosa helyettesítendő. Ezen képletnek alkalmazása 
e következő esetekből látható lesz :
(1-sö eset.) Egyenesítendő legyen a hajtalék. Ezen 
görbe vonal egyenlete : y-—a x , hol a a góczhúr; s lesz :
0  7 7 m r,i dy a V a2ydy~adx, miből .
következőleg
dy~ a
dx2 4a? *
minek helyettesítése a fenebbi képletben adja :
4 x-\-a
4x
minek rövidítésére tétessék q= 4 ó, s lesz , tehát :
s= f d 4 / ^ = f  < ! ß ± ± ,
J  V x  J  \^bx-\-xl 
mely kifejezés e következő két egészletre bomlik :
. ^ ___ i_ r
J  Vbx-^-x* j
x dx
-\  X q 1 J  V b x -h xn- ’ 
mely egészletek utolsóját a 24)-dik szám IX) alatti mintája 
szerint tárgyalván, nyerni fogjuk :
f - xdx
J  Vbx- |-íc2 
s ennek folytán :
=  /  bx-^x* — 5-y dxV bx-\-x4
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s=V^ bx-\-x"--\~ —J dxV"bx-\-x-1
ezen utolsó egészletre nézve pedig a 8)-dik szám 8-dik esete 
vétessék tekintetbe, s ered :
,s=K  bx-\-x--\-^log(2x-\-b-\-2 Vbx-\-xl)-\-C.
Az állandó meghatározására, látjuk, hogy ha *=0, az s ív is 
elenyészik , áll’tehát : Oz=-logb-\'C, miből C— —z/ogb ,u £
a liajtaléki ív teljes hossza tehát lesz :
. r .— j---- . b 2x\-b-\-2\/rbx-\-x'1s— V bx-\-x --j- -Log----- ---——------!— ,Li o
hol b helyébe értékét is lehet helyettesítni. Azon esetre , ha 
x=b  kapjuk :
s=zbV2-\- \log{3 - f2 /2 ) .‘u
(2-ik eset.) Egyenesítendő legyen a kerülék. Ezen gór-
be vonal egyenlete : —■ melynek külzelése adja : ci o
dy ó2a? . , dy- ó4#2
j  — -----2~ 5 tehát : ~T~Ó=Z ~T~ö )dx ary dx2 a4?/2 ’
minek helyettesítése által kapjuk :
_í*  ^ 1 aiy<1-\-bllx'1 / 'cd —(a2—ó4)a?2
j Y  a^y1 j  a y  cd—cc2
s mivel a2—ó2—a2ö2 a külpontiság négyzete, áll még :
f  a2—dx'1s =  1 dx _ . .---r - :
J  a2—x'1
hogy. pedig ezen kifejezést annál könnyebben lehessen egé­
szeim, tétessék : cc=-icos<p minek helyes volta könnyen be­
látható, s lesz : dx=sad<psÍ7iq), s nyerjük :
s= — 1 adcpsincp
3.)
V  a2—a2e4cos2qp
V' a“2—a^cos1
avagy :
cp
:=~ aS dcp V 1—e^ cos^ cp ,
mely egészlet, mint látjuk csak sor által nyerhető, e végre pedig 
^ l - ~ e qcos-(p fejtessék sorba a Newton mintája szerint, s lesz:
V 1 —e2cos2(p = 1  — e^^ cos^ cp— ^ —e4cosicp/  . t : 2.4.6eVosqp6
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mit dq-xe 1 szorozván és egészelvén, áll :
— a j dcfi V í  — ei cosqcp = — a  ^dqcos^cp-^
ae
2
4 í*ÄVd(fcos’l(f-\-
mely egészletek mind ismert alakkal bírnak, és e következő 
minta szerint tárgyaltainak :
fdxcosnx: sm xcosn~ 1X n — n ' í dxcosn~ 2x :
mivel azonban hosszadalmas lenne, a fenebbi egészletek mind­
egyikét ezen minta szerint tárgyalni, jobbnak látszik itt, mind­
járt egy olyan kerüléki ívnek a hosszát keresni , mely bizo­
nyos adott határok között fekszik; mivégre czélszerü lesz, a 
kerülék negyedének hosszát meghatározni, mivel ez, mint
könnyű belátni, 0 és — határok között foglaltatik, erre néz-Li
ve tehát áll :
Ío ________  í*a ae^C0_dxp V 1— e^cos^cp = — a 1 jdxp-j— — 1 _d<jpcos<2<p
ő  1 / «T ‘7
+
ae‘
2.4 1"Jid(pcos4cp-\~
hogy pedig mind ezen egészleteket a kitűzött határok között 
lehessen venni, szükség lesz, legelőször a fen előhozott min­
tát ugyanazon határok között venni, mi által, minthogy ezen 
mintának első tagja mindkét határértékre nézve elenyészik, 
e következő eredményre jutunk :
f ° j  n n—1 C°j an2,) \  dxcosnx— -----I dq— — .'  n 1" 2
2 ^  2
A mi már most sorunk első egészletét illeti, erre nézve áll :
—a j * d q ~ —aq  , tehát: -aSt 2 ;
ha pedig a második egészletre a 2) alatti mintát alkalmaz­
zuk, lesz :
í*o i r*o n
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ae2r°
2 J ? ‘
tehát : —- 1 _dq>cos2cp —— ae 7i
~2Af
hasonló módon áll szinte :
í * o  3 í * o 3 n
1 ^d(pcos4cpz=- 1 ^dcpcos2q>=— s ennek folytán :
ae*r°dcpcos4q: 1.3 .e4 n2.4 ’ 16
s így folytatván ezen eljárást, végre e következő sorra fogunk 
jutni :
Í°7 lyi--- ö— úti ae1 ;? 1.3.ae4 ít5 ^ 2 2 4 2.4 ' 16
mely sor segítségével, a kerülék negyedének hossza már ki­
számítható ; ha a kendékben a—b tehát e= 0  tétetik, akkor 
az körré válik, és az előttünk álló sor, a kör negyedének
an . *
=  2  ^hosszát adja, mint annak lennie is kell.
A kerüléki ív hosszát az előbbi 3) alatti kifejezésből le­
het közvetlenül kitalálni, ez t. i. még így is írható :
0-3D1
-
’ 7 \Ta-—e2x‘á dx — . _ —g \ dx-_____ ___ »L ~  _____  ,
K a2—x2 J  K a2—x2
s ezen kifejezés számlálóját a Newton mintája szerint sorba fejt­
vén, lesz :
( e2x2>\5_. e2x"1 ~a^J ~  ~~2a? e4x4 1.3.e6x62.4.a4 2.4.6.a°
minek helyettesítése az egészletek e következő sorát adja :
dx ae2 |'* x"-dx ae4 (^  x^dx
j  V a 1—x 1 | V a —x'1 2.4.a4^ ) K a2—x2
mely egészletek értéke már ismeretes előttünk, áll t. i.
dx■í1 /^ . x—7~za.arc.sin - ■><1 a
továbbá egy ismert lenyomási képlet szerint kapjuk :
ae'1 j[ x^dx ae-p xV^ a2—x2 1 . x~í
2 a \ ; V a2—x2 2 L 2 d1 2 a J
hasonlóképen áll szintén :
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ae4 ^  x*dx _ ae4r  x /'a?2 , 3 ^  —-
V cr -x-
3 ve-—arcsin- 2.4 a ]
s így a kerüléki ív hossza lesz :
)\í a°— cza.arcsin. x aeqf ílBa + T L 2a2
1-arcsmU
mely egyenletben ha e=0 tétetik, nyerni fogjuk :
. xs~a.arcsm—, a
s ez nyilván a körív hossza, melyben x= .i tétetvén, lesz : 
sz=a.arcsinl=z— , mint a körnegyed hossza.
(3-dik eset.) Meghatározandó a menteléki ív hossza.
Ezen görbe vonal egyenlete ez :
x* y2 . dy b'lx—— t^=1 , miből: - - =  — ,a2 ó2 dx ahj
s ezt az általános egyenesítési mintába tévén, lesz :
mivel pedig: a2-J-ó2=ra2e2 a mentelék kiilpontisága , áll még:
Í V  elx l—a2 dx—  . -— ;
Vx*  - a-
hogy ezen kifejezést annál könnyebben lehessen egészeim', 
tétessék :
les: dxz adqsincf:, cosqi cos^ cp
minthogy a menteléknél x mindig nagyobb a-nál, ennek foly­
tán lesz :
, = a í ' J i _ / ^ r ^ = ae  ( ' 4 - 1 /
I cos2qp 1 cos*(p y
most pedig a Newton mintája szerint áll :
(i-4?)w
coslqi
,2 i
O S^ lf COS4cp 1.3. COS0 cp
2e2 2.4.e4 2.4.6.tiG
mi által az egészletek következő sorát fogjuk kapni :
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! = “ä j  Ä "  ^  -  ä £ i
1.3.a.e (*
~~ 2.4.6.e®J CcZ<jpcos4g;-
mely egészletek mind ismert alakkal bírván , könnyen meg­
határozható, leáll t. i. még :
-rl dcficos^y-ae ae C 2 ^ ~ ~  2 A e* y ■ídtycos^ cps  a e t g c p -  0  ^  0  a  „4 1 t  2 . 4 . 6 . ő 6
mely utolsó * egészletek az ismert lenyomási képlet szerint 
tárgyalandók , s így a menteléki ív hossza is meg van ha­
tározva.
(4-dik eset.) Meghatározandó a hengerléki ív hossza. 
Ezen görbe vonalnak egyenlete :
r—xy—r.arccos------ V 2 rx ~ x*,
miből találjuk :
díj  2 r—x
dx Y  2 rx—x 1 '
s ennek helyettesítése adja :
— (* dx 
x
miből következik :
s = 2 r x - \ - C ;
mivel pedig cc-el s szintén elenyészik, lesz (7=0, s így áll :
6-—21^2rx ,
s ez az x  metszékhez tartozó hengerléki ívnek a hossza, 
melyben x= 2r  tétetvén, a fél he ngerlék hossza lesz : s=4r, 
as egész hengerlék hossza tehát, a nemző kör nyolezszoros 
hosszával lesz egyenlő; ez tehát tökéletesen egyenesíthető 
görbe vonal.
A hengerlék egyenesítése más módon is véghezvihető, 
ha t. i. két egyenletet veszünk számítás alapjául, mely egyen­
letek, ha AB  (6-dik idom) metszéki tengelynek vétetik, e 
következők :
£c=r(<jp—-sincp) és yss:r(l—xoscp) , 
mely egyenletekből külzelés által kapjuk :
12*
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dy=zrdcpsincp, és dx=zrdcp(l—coscp), következőleg
dy sincp 1
dx 1—-c''“-' co^ ő^ t- oscp
minek helyettesítéséből ered :
dcp(l - cosq))^/^ 1-j-cott^-cp, avagy :
f  7 1— coscp (* . 1s—ria q p ---- j— z=zZr I dcpsm-cp , s vegre :
*' siri—cp dLi
s—  —  Arcos~cp-]-C.
Az állandó meghatározására, tudjuk, hogy ha cp= 0 , s ív szin­
tén elenyészik, áll tehát :
0 = —ár-\-C, miből: C—ár,  következőleg
s = 4 r ^ l —cos^cp^ ;
ha a hengerlék fél hosszát akarnók tudni, akkor <p=180° 
teendő, s lesz :
s = 4 r , mint előbb.
(5-dik eset.) Legyen meghatározandó azon görbe vonal 
hossza, melynek egyenlete : y = a x, lesz :
dy—afdxloga , tehát: ~=aH oga  , következőleg
s—J * dxV^ 1 -^ -odHog^a.
Hogy ezen kifejezést egészelni lehessen, tétessék :
^r-=zyloqa=ztqcp , s lesz : dy.loqa=— és dx U  ^ 7 J * COS’Cßcos-cp
, 1 dy . , ,. dy dcpdx= ,—  . — , mivel pedig : — -------
loga y  y  smcp coscp
, áll még :
dx=~ dcploga * sincpcoscp ’ 
s mind ezeknek helyettesítése adja :
_ 1 f  dcp
loga \ sincpcos^ q
Ennek egészelése végett, alkalmaztassák a 34)-dik szám 10) 
alatti képlete, melyben m=z—1 és n= 2  tétetvén, lesz :
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r =  * . f
J sincpcos-q> coscp' j
dcp
siny
ámde ugyanazon szám 15) alatti képlete szerint áll
f  <7qp\ — = <i szng> logtg^y,
—---cosqp 1 J ^2
minek folytán áll még :
r  ^  ^ :
j sinycos2 cp
és tekintetbe vévén az állandó szorzót is, lesz :
S= h f a C ^
mely egészlet ha y és <jp0 határok között vétetik, áll
- r -jqa\_coslog \_co$cp coscp 0
mivel cp^iarctg^yloga), itt még csak azt kell megjegyeznünk, 
hogy qp azon szög, melyet a metszéki tengely azon érintővel 
képez, mely x metszékü ponthoz van húzva.
48.) (Egyenesítés sark-összrendezők által.) Hogy 
ezen műtétéire nézve is egy általános képlet állapítassék meg, 
szükség lesz megint a (7-dik idomj-ot tekintetbe venni, mely­
ben látjuk, hogy Fm—r vezető sugár és az OFm— v szög ál­
tal, Om—s ívnek a hossza teljesen meg van határozva; ha 
pedig v szög végtelen kicsiny dv mennyiséggel nő, s ív szin­
tén mn=^ds mennyiséggel növend, s ez az mnp külzeléki há-> 
romszögből könnyen nyerhető; áll ugyanis mp—rsindv— rdv 
és pnzzzdr, következőleg
s ez a kerdeses egyenesitésnek általános képlete, melynek al­
kalmazását e következő esetekből fogjuk látni:
( 1 -sö eset.) Egyenesítendő legyen az Archimedes csiga-
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vonala. Ezen görbe vonalnak egyenlete : r= a u = jr - ,8 lesz:cm
d v  . . ... d r  1
V
dr. "271 következőleg d v  2n  ’
minek helyettesítése
adja :
s =  J  dv
mire a 21)-ik szám III) alatti képletét alkalmazván, lesz :
^ d v V  1 —|~ ^ lo g ( v - \ - V  1-f-u2), következőleg
+ h t l °9^  v  1+ v2)+ c';
mivel pedig, ha v ~ 0 ) s ív szintén elenyészik, állandónak itt ér­
téke nem lesz, áll tehát teljesen :
s = j — [vV^  l-{-u2-f-/o^(v-j-l/A 4 n
(2-ik eset.) Meghatározandó legyen a logarithmusi csi­
gavonalnak hossza. Ezen görbe vonalra nézve áll : 
v ~ l o g r , avagy : r= e v, 
ha ezek elsejét számításba hozzuk lesz :
ÓjT* d v
d v = — tehát : —= r ,  s ennek folytán :
r  d v  ’ J
s — ^ V W = : r V 2 - \ - C .
Az állandónak meghatározására, tudjuk, hogy a kérdéses ív 
elenyészik, ha r = l ,  áll tehát :
0 = l/"2-f■C, miből: C ~ — V  2, s így : 
s = r V 2 ~ V 2 — V 2 { r — \) .
Ha pedig az előbbi egészlet r  és r0 határok között vétetik, lesz 
s = z \ Í 2 ( r — r a)}
s ez azon ív hossza, mely r  és r0 vezető sugarak között fog­
laltatik.
Vegyük most számítás alapjául a csigavonal második: 
egyenletét; áll :
dv
d r = a ydvloga, és —jS z a vloga f
minek folytán lesz ;
\ / 1+ i = i  f
y  4 n'1 2 srj d v V  1-j-u2,
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\ d v V a'iv-|-ci^log^a— V  1 -^-log^a \ avdv avagy :
c = ayyr 1 . c .
s mivel a''— r, áll még :
logt
V l-\-l0go-a ,s = r --- r— -----V-C.loga
Az állandó meghatározására, írjuk r = l ,  lesz s=0, tehát :
0 = ^ 1  p°^+Cmiből: f e -  Z i p * * ,loga loga
mely értéket behozván, nyerjük :
_V  l-^log^a
loga
és ha e tétik a helyébe, mely esetben löge— 1, lesz : 
bzzzV 2(r—1), mint előbb.
GÖRBE FELÜLETEK KISÍKÍTÁSA.
49.) Már az előbbiekben megemlíttetett, hogy itt csak 
az úgynevezett forgási felületekről lesz szó, minek megérté­
sére csak azt kell képzelnünk , hogy valamely görbe vonal­
nak meghatározott hosszúságú íve, egy álló tengely körül fo­
rog, akkor az említett ív ilynemű forgása álfal egy görbe 
felület fog leíratni, mely forgási felületnek neveztetik, s mely­
nek kiszámítása lesz itteni feladatunk.
Mindenekelőtt t. i. egy olyféle általános minta lesz meg­
állapítandó, a mely mindennemű ív forgási felületére alkal­
mazható legyen ; e végre pedig legyen Op=s (2-dik idom) egy 
tetszésszerinti görbe vonalnak íve, melynek hossza Om—x  
metszék által teljesen meg van határozva; akkor ezen ívnek 
OX tengely körüli forgása által, egy görbe felület fog eredni, 
mely felület egyenes számítás által meg nem határozható, el­
lenben ezen felületnek végtelen kicsiny növete avagy külze- 
léke könnyen megtalálható; ugyanis, ha Om=*x metszék 
mn—dx külzelékkel nő, s ív szintén pqz=ds mennyiséggel 
fog nőni, ezen végtelen kicsiny ds ív pedig OX tengely körül
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forogván, a henger görbe felületét írja le, mely, mint a kér­
déses felület külzeléke, könnyen megtalálható, még pedig 
ezen henger alapjának kerülete = 2 ny lévén, oldalfelülete 
= 2 nyds lesz, ha tehát a keresett felület Q-val jegyeztetik, á ll: 
dQ ~2nyds, s ennek folytán :
Q— 2nJ'yds -j-C,
és ha ds helyébe az ismert érték tétetik, nyerni fogjuk :
Q = 2 ^ ^ /
ez pedig a kérdéses kisiklásnak általános mintája , melynek 
alkalmazását e kővetkezőkből fogjuk látni:
(1-sö eset.) Kisikítandó legyen a hajtaléki felület, mely 
úgy ered, ha Op ív (2-dik idom) mint hajtaléki ív OX tengely 
körül forog. Ezen görbe vonal egyenlete y ‘1= ax  lévén, hol
a a góczhúrt jelenti, áll : mely értéket a fenebbi
ax 2V x
általános mintába tévén, nyerni fogjuk :
V'+(0 O-\-c >
és a kellő rövidítés megtörténte után :
0=71 ^ d x ^  4ax-\-ál-\-C,
minek egészelése végett tétessék : 4ax-\-a'1= u , s lesz :
dx= ^ , következőleg <
ríCl
Q= ^ duVia=h i u i’avagy:
Q= ^ -(Aax-^-a^-^C. 
o a
Az állandónak a meghatározására könnyű belátni, hogy a>el 
s is és vele Q felület szintén elenyészik, áll tehát :
0 = U*~-\-C) miből: C——
a keresett teljes felület tehát lesz :
na<i
(4ax-j-a2)Vr 4 ax-\-a'1----— .
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Azon esetre, ha x ~ - , a felület tartalma lesz 4 ’
e=í<yH)=».3 0 4 7 .7 m 2,
mely kifejezés azt mondja, hogy a kérdéses forgási felület, a 
sugaru kör felületének azon része, mely 0;3047 törtszám ál­
tal jelentetik.
(2-dik eset.) Határoztassék meg a kerüléki ív forgása 
által eredő felület. Itt, mint látjuk két, esetet kell megkülön­
böztetnünk ; a kerüléki ív t. i. vagy nagyobbik vagy kisebbik 
tengelye körül foroghat, mely két esetben tehát, különféle 
alakú felületek iratnak le ; ha az első esetnek tárgyalását 
veszszük elő, akkor a metszékeket szintén a nagyobbik tenge­
lyen kell számítni, és e következő egyenlet lesz számításba
hozandó : miből : ^a1 ^1
b-x
a'hy— , s ennek he-b- ’ ~ ' dx
lyettesítése az általános mintába, adja :
Q = 2 ^ y d x ^ / ~ ' = 2- P JdzK a '- ia '-b * )* * ,
ámde a2—ó2= a 2e2, minek folytán lesz még :
0_ 7, f* ____________
Q~ —  y dxV^a2—e2íc2 -\-C.
Ezen kifejezés egészelése a 22)-ik szám III) alatti mintája sze­
rint vitetik véghez, melyre nézve áll : m—0, a= a<l, b=z—e2, 
1
n=2, és jp— T) > miknek kelyettesítése által kapjuk :
[ d x V * r - ^ ? - x V a ‘- t V  \ ' * [  dx y 2  + 2 j t / o,- « v
mely utolsó egészlet már ismeretes lévén, áll :
ídx V"a2 — e2sc2= - '.\f a2—x ze2 —arc.sm—, 2e a
és ha még az állandó szorzó is tekintetbe vétetik, lesz :
Q, " lx■ - - - - - ö — a  I n ^ a  • e x  \ n■ • V a1—ePx *-+- ■— arc.sin— t-C ;a e a
az állandóra nézve látjuk, hogy ha a= 0 , a forgó ív is elenyé­
szik, a forgási felület tehát szintén —0 lesz; de mind ezeknek 
folytán C is elenyészik, áll tehát ;
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^ n b x . f —----- - . nba . e r
Q— -----V  a 2— e2a?M------- arc.sin— .
a e a
Ha e kifejezésben x — a tétetik, akkor e fél kerülékded felü­
letét fogjuk nyerni, s ez lesz :
/~\ i n i nba ,Q,— nb-A------arc.sine,
e
az e gesz kerülékded tehát, mint ennek kettőzete, lesz :
2 nba
= 2  nb*-\------- arcsine,
e
mely kifejezésben b ~ a  és e= 0  tétetvén, nyilván a gömb fe- 
fületének kell ki jönnie, kapjuk azonban :
0 CLVCtSffléitt tehát a határozatlan - szorzó fordul elő , mely ---------
0 J e
hányadosból ered, ha benne e= 0  tétetik, melynek meghatá­
rozására, az ismert külzeléki szabály szerint nyerjük :
de . 1----------• de = - > .
V l — ^V í — e2
0hol e=0 tétetvén, ered : ^ = 1 , s igy áll :
<2nb'1-\-2nb'l~4:7ib,1}
mint azon gömb felülete, melynek sugara — b.
(3-ik eset). Ez esetben azt kell feltennünk, hogy a ke- 
rüléki ív kisebbik tengelye körül forog; a metszékek tehát 
szintén e tengelyen számítandók, s igy e következő egyenletet 
kell számításba hoznunk :
y = i ^ > 2- * b
dy ax
miből: ~  — ---------— -
dx bVb't—x'1
;2—ó2cc2
mit az általános mintába tévén, ered :
„  2a C 7 \ í
< z = T y i x V  — b ^ x -
és a kellő rövidítés után, ha még a2 — ó2—a2«2 tétetik, lesz : 
erre a kifejezésre pedig a 21)-ik szám III) alatti mintáját al­
kalmazván, lesz :
d x V  ó4-f-a2e2cc2=
x V  bi -\-a -e<1x'i
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14 ________
-—lo g (a ex -\-V r
és az állandó szorzót tekintetbe vevén, lesz :
ó4-|-a2e2£c2-|- —  log(ctex-\-V fe4-|—0L d>
Az állandó meghatározására, látjuk, hogy ha cr= 0 , Q felület 
szintén elenyészik, áll tehát :
0= - lo g b <I-\-C) miből : (7=— —  logbn-}6> &
a telj es felület tartalma tehát lesz :
Q = nJ j ^ V ó4-f-a W - f  '~ l°9  6<í
Ha most az egész kerülékded felületét akarnók tudni, akkor 
legjobb lesz, ezen előttünk álló egészletet (-{-ó) és (—ó) ha­
tárok között venni, minthogy ezen határok között az egész fe­
lület foglaltatik; s így ha a fenebbi egészletben először {-\-b) 
iratik x helyébe, nyerjük :
2 . n b 'l1 a ( l - j - e )
”a + — 1%  s '
ha pedig (—b) tétetik x helyébe, ered :
ttó2, a( 1—e)
rzbq7 aex
—nci<1-\—j-!log -
mely két eredmény kivonása által, a kerülékded keresett fe­
lületét fogjuk nyerni, s ez lesz :
ezen felület különösen e külpontiságtól függ, és ha benne 
e= 0  tétetik, lesz ó=a, és megint a gömb felületének kell ki 
jönnie, áll azonban :
Q,— 2na'1- \ - n a ,
itt tehát szintén ~ határozatlan szorzó csúszott be, mely nyil­
ván e következő hányadosból ered :
1 + £ _  % ( l + e ) ~ e)
e — e e ’
ha benne e= 0  tétetik, ennek ismert külzelése pedig adja ;
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( J L jl. . d e -  —__ U j -
1 - e S  ' ^  l + e  ‘ 1 —1
0mely kifejezésben e= 0  tétetvén, ered : 2 , s így áll :
Q— 2^a2-j-2i7a2= 4 w a í2, 
s ez azon gömb felülete, melynek sugara — a.
(4-dik eset.) Legyen kisikítandó a menteléki ív forgása 
által képzett felület. Minthogy ezen görbe vonal egyenlete
íc2 ?/2__j j _ dy__b°-x
an- 52 ’ 6SZ ' dx aiy ’
mely értéket az általános mintába tévén, lesz :
es a l+ VJáaj.K(a*4-62)*a— c
miatt áll még
2nb f* ----------Q = --- \ dx V  e2cc2—a2.
a J
Ennek egészelése végett tétessék : e2cc2—a^—lx, s lesz
í 4/
mely egészletet ha részletesen tárgyaljuk J*udvzzzuv—J*vdu 
minta szerint, nyerjük :
Í . xH a 2 f* dt xH . a1 e—£te<fe= —  y j  ^ 3 =  T +  -
és ha í-nek értéke visszabelyeztetik, és még az állandó szorzó 
is tekintetbe vétetik, lesz :
_ nbx.s-»-^----- - , nba ex—Ve^x'1—d1 .
a ~ 2 e
mely egészlet könnyen megfogható oknál fogva még így is 
írható :
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„ nbx-/--ö-ö----  ^ i nba. ex—l^e2cc2—a2 . „Q = ----K eV 1—a°-A----- loq--------------------- Y-C.a e J a
Az állandó meghatározására nézve könnyű belátni, hogy a 
kérdéses felület elenyészik azon esetre, ha cc=a, ennek he­
lyettesítése pedig adja :
„ . „ 7iba, ae— bC = -n b - -------log-------,e * a 7
s ennek folytán a keresett teljes felület lesz :
7ibx. —„ nba,Q = ----V e2a?2—a1—nb^A------loqa ' e
ex- élx'1—a2 
ae—b
(5-dik eset.) Legyen meghatározandó azon felület, mely 
egy hengerléki ív valamely tengely körüli forgása által jo 
létre. Minthogy ezen görbe vonal egyik egyenlet^ ez :
y—r.arccos------ J- V 2rx—cc2,
ebből nyerni fogjuk :
dy  2 r—x
dx \f 2rx—íc2
ennek folytán , már a görbe vonalok egyenesítésénél, ezt ta­
láltuk :
ds— \í2r. tehát
V  x
: Q=27t^ydSj avagy
Q = 2 n V 2 r[y-^L-\-C,
J V x
ezen egészlet pedig tárgyaltassék részletesen, tévén :
dvc —- - —do, és y—w, s lesz : v—2Vrx} és du=dy,
V x
miknek helyettesítése által kapjuk :
^ 2 *~ 2y v" *  -  2 j  dy V ' x ,
hol dy helyébe a fen kitett értéket tévén, nyerni fogjuk :
^  y ^ _ =2y]/rx —2^dxV^2r—x\
az utolsó egészlet meghatározására tétessék: 2r-—x —z) s lesz : 
dx-=.—dz, következőleg
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2^dxVr2r —x = — 2 ^dzV z=z — 
egészletünk x által kifejezett értéke tehát lesz :
2rx-\- V2r(2r—x)'-\-C-
Az állandó meghatározására, tétessék x=0, s lesz y szinte vala­
mint Q is = 0 , s így ered :
9 0  UO
0= °*nrn--\-C miből : C—— ^ -n r \ó ó
a keresett felület tehát lesz :
__ Q _ OO
Q— ^ny 2rx-\- -n  V  2r(2r—a?)2— —$7r2.ó ó
Ha azon egész hengerléki felületről lenne szó, mely AC ív­
nek CD tengely körüli forgása által jő létre (6 -dik idom,), ak­
kor csak 2r teendő x  helyébe, minek folytán nyerjük :
32 /" 4X—— nr-^inr^y^Tt —
4
mivel pedig n —-=1,8082, lesz : Q=14.4656^r2, azaz, a
kérdéses felület a nemző körnek 14 meg félszeres felületével 
egyenlő,
(6 -dik eset.) Ha a hengerléki ív AB  tengely körül forog
(6 -dik idom), akkor az így képzett felületnek meghatározására
jó lesz e következő két egyenletet számítás alapjául venni :
x— r(q>—sinqp) és y = )\  1 —costjp), slesz:
dy sincp 1= ---------—cott- cp ;dx 1 — coscp 2
ezt pedig az általános mintába tevén, lesz :
Q = 2 » -
sm-qp
dcpsin3-cp,
u
itt pedig -cp=u} tehát dq>=2du tétetvén, nyerni fogjuk : 
£
az ismert képlet szerint tehát kapjuk :
C 2 4
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í , . ,1 2 1 1 4  1d(psind-y= .—-sin* -ycos -cp— -cos^ cp,u ó O w ó U
és az állandó szorzót is tekintetbe vévén, lesz :
Q=r— ^ m ’2^ sm 2^ <pcos^<H"2cos^<p -^j-C'.
Az állandó meghatározására, tegyük cp szögöt = 0 , s lesz Q
szintén = 0 , s áll :
32 320 = — —jt/*12—[—( 7  , honnan: C=-—nr*} következőleg 
o  3
Q = -
16nr l( 'S Ín * ^ c p c o s^ c p -{-2 c o s^ ^ n r‘
ha végre azon falületet akarnék nyerni, mely az egész hen­
gerlék AB  tengely körüli forgása által ered, akkor <j)=360° 
teendő, mely helyettesítésnek eredménye lesz :
Q:
32 ,3 2  , 
+  S T a r  =
64
3 1 3 3
(7-dik eset.) Vizsgáljuk még azon 'esetet is, melyben 
On egyenes (8-dik idom) OX tengely körül forog; akkor a
(8-dik idom.)
forgó vonalnak egyenlete lesz : y—ax , mivel az a kezdő 0  
ponton megy keresztül, s így
dy^-adx , és a ,
minek helyettesítése adja :
xdx— 2itaVr -\-C ,
mely kifejezést így is szabad írni :
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Q—nax. aja-J-a2a?í-|-(7.
Hogy itt az állandó elenyészik, könnyű megfogni, mivel to­
vábbá ax—y és V^x'1-\-a-x '=  V x^-^y1 nem egyéb, minta 
forgó On vonalnak hossza, a fenebbi érték így is áll : 
Q— ny.On,
mely kifejezésben nyilván nem látunk egyebet, mint az üres 
kúp oldalfelületét, mely ezen egyenesnek forgása által való­
ban is létre hozatik.
FORGÁSI TESTEK KÖBÖZÉSE.
50.) Forgási testek alatt azon szabályos testeket ért­
jük, melyek meghatározott alakú felületeknek bizonyos ten­
gelyek körüli forgása által erednek. Ezekre nézve is szüksé­
ges lesz egy olyféle általános mintának származtatása, mely­
nek segítségével mindennemű forgási testnek köbtartalmát 
kiszámítni lehessen. E végre pedig látjuk, hogy mpqn felület 
(2-dik idom) az Opm felületnek külzeléke, ha t. i. mn—dx a 
metszék külzeléke, ezen felület, ha OX tengely körül forog, 
egy egyenes hengert hoz létre, melynek magassága =  dx} 
alapja pedig térfogata tehát lesz ■=zni)(íd x ; és ha azon
test térfogata, mely Opm felületnek OX tengely körüli forgása 
által ered isT-nak neveztetik, ennek külzeléke e következő 
egyenlet által fog adatni :
d K ^n y^d x , s ennek egészelése adja :
K ~ n  J * y-dx-^-C,
s ez a keresett általános minta, melyben csak y helyébe azon 
görbe vonal egyenlete helyettesítendő, mely által az Opm 
felület bezáratik. Következő esetekből látni fogjuk ezen min­
tának alkalmazását :
(1-ső eset.) Meghatározandó azon test köbtartalma, 
mely Onm épszögü háromszög felületének OX tengely körüli 
forgása által nemződik. Minthogy On a kezdő ponton keresz­
tül menő egyenes, lesz y=:ax, minek helyettesítése a fenebbi 
általános mintába, ezt adja :
oc ^K=.na‘lJ 'x ,}dx=7t.a,1—)
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hogy itt az állandónak értéke nincs, következik abból, hogy 
ha a?=0, K  test is elenyészik. Mivel pedig az előttünk álló 
kifejezés még így is írható :
K~na°-x<1 • ^ = ny- ■ ~ ,
világosan olvasható ezen kifejezésből, hogy az egyenes kúp
térfogatát megtaláljuk, ha alapját magasságának ~val szó-ó
rozzuk.
(2-dik eset.) Azon feltét alatt, hogy Op ív (2-dik idom) 
egy hajtaléki ív, következőleg Opm egy hajtaléki felület, 
akkor az ennek OX tengely körüli forgása által eredő test, haj­
taléki kupdadnak neveztetik (parabolisches Conoid), melynek 
köbtartalmát nyerjük, ha y-z=zax tétetik, minek folytán a fe- 
nebbi általános képlet ezt adja :
K = m a fx d x -\-C -n- ^  - f  C 'rLi
itt sem lévén értéke az állandónak, áll :
K = nx*-~, miből láthatni,
hogy a kérdéses kúpdad térfogata, azon henger térfogatával 
ugyanaz, melynek alapjának sugara — x, magassága pedig =•-.U
(3-dik eset.) A kerüléki kúpdad térfogatának megha­
tározására, vegyük fel először, hogy a kerüléki felület, a ke-
b'1rülék nagyobbik tengelye körül forog , akkor (a2—cc2)
érték lesz teendő y- helyébe az általános mintába, s ennek 
folytán nyerjük :
K—nb'1 ( dx— Cíc^ dxzzznb-x—
J  J
x 3 
3 ’
hol az állandónak szintén nincs értéke, minthogy ha x el­
enyészik, K szintén =0. Ha e kifejezésben x= a  tétetik, 
akkor a fél kerüléki kúpdad lesz :
Kczz^nb^a, o
az egész kúpdad térfogata tehát lesz :
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K=\nb*a3
itt pedig b—a tétetvén, nyerni fogjuk : K—-ncP , mely kife-ó
jezés azon gömb térfogatát adja, melynek sugara — a , mint 
lennie is kell.
Egészen más alakú test származik, ha azt teszszük fel, 
hogy a kerüléki felület a kisebbik tengelye körül forog, mely 
esetben a metszékek is ugyané tengelyen számítandók, s 
y-nak e következő értéke lesz számításba hozandó :
*2) >
minek folytán az általános képlet adja :
7 x3x^dx=aq7ix----—  —,b- 3
az állandó elenyészőnek vétetvén. Ha e kifejezésben x= b  
tétetik, azon kerüléki kúpdad felét nyerjük, mely földünk 
2
alakjához hasonlít —^rta^b, az egész kúpdad tehát lesz :
K ~ a -n \d x ----1
=  -na?b, és ha ide b=a tétetik 3
az a sugaru gömb térfoga­
tát fogjuk kapni z=z-na^
(4-dik eset.) A hengerléki felület valamely tengely kö­
rüli forgása által eredő test térfogatának meghatározásánál, 
több esetet kell megkülönböztetnünk, még pedig :
(1-ször.) Ha az NCQ hengerléki felület (6-ik idom) CD 
tengely körül forog, akkor az így eredő test térfogatának 
meghatározására, e következő két egyenlet lesz számításba 
hozandó :
x= r( 1—coscp) és y=r((p-\-sin(p) , miből : dx—rdcpsincp, 
miknek helyettesítése adja :
n J 'y-dx— nr3J ‘d<psincp(cp'2-\-2cpsincp-]~sini(p) , avagy : 
K ~ n r3J*(p’ldcpsmcp-\-2ar3J'<pdcpsin'2cp-\-7zr3J ‘dcpsin3cp,
a 35)-dik szám 26) alatti képlete adja :
J *cp<1d(psmqi=2q}sincp—cp‘1coscp-\-2cos(p , 
továbbá részletes egészelés által kapjuk :
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J*cpdcpsiu<1(p= ^ ---- ^ sincpcoscp— \cos2q>,4 2 ö
végre a 34)-dik szám 11) alatti képlete adja :
1 2J*dq)sin3cp=—-sm2qpcosqp — -cosqp,O ó
mind ezeknek folytán tehát áll :
K=znr3P 2cpsincp—qp2cos<j)-}-2cosqp -  <^psí«2<p-}-
2
9,2 1 9 1 • o 2~2—■ ^ cosJqi— s^in-cpcoscp—- cosqp l-j-C 5
C állandónak meghatározására tétessék qp=0 , mely eset­
ben K  test is elenyészik, lesz :
0 = ^ r 3^ 2 —^ C = —j^ r r 3,
a kérdéses test teljes térfogata tehát lesz :
K = ^ 7 tt3<p2( 1 — 2cosqp)-}- \ n r 3<p(4sin(jp#— s in 2 <jp)-j-
, f i  1 ,  1 . „ 1 3 \^rJ^-cosq) — - coszqp—-sm2<pcosqp—y2 S ’
Ha pedig azon egész testnek a térfogatát akarnók tudni, mely 
CAD felületnek CD tengely körüli forgása által ered, akkor 
csak n teendő cp helyébe, s nyerni fogjuk :
K 3 8 3 nr3S  9„* X 4 3K— -7T»r3— -^T3= — — 8 ^ = 9 ,1 0 5 .-w 3,
azaz, a kérdéses test térfogata valamivel több mint 9-szer na­
gyobb azon gömbnél, melynek sugara a nemző kör sugará­
val ugyanaz.
(2-szor.) Feltévén most, hogy a hengerléki felület A B  
tengely körül forog, akkor a metszékeket is e tengelyen kell 
számítói, és e következő két egyenlet hozandó számításba : 
x=r(ep—sinqp) és y = r(l—cosqp), miből : 
dx=zrdq>{\—coscp) , s ennek folytán áll :
K-=znr3J* dy—3nr3J* dq>coscf>-\-37ir3J'd(pcos-cp—7rr3 J* dcpcos3q)’, 
az utolsó két egészlet a 34)-dik szám 12) alatti mintája szerint 
tárgyaltatván, ered :
11 nr4K= -7ir3(f)— — 7ir3sinq>-\- \7ir3sin2(f— —  siwjpcos q^p, 2 o 4 ü
1 3 *
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hol könnyű belátni, hogy az állandónak értéke nincs. Ha 
pedig az előttünk álló kifejezésben 2n iratik qp helyébe, azon 
egész testet fogjuk nyerni, mely ACB felületnek AB tengely 
körüli forgása által ered, s ez lesz :
J E = 5 » V = l l , 7 8 Í w 8,o
ez tehát azon gömbnek 1^,78-szoros térfogatával egyenlő, 
melynek sugara a nemző kör sugarával ugyanaz.
(3-szor.) Tegyük fel végre, hogy a hengerléki QCL fe­
lület CG érintő körül forog; akkor az így eredő különös alakú 
test térfogatának meghatározására, a metszékek is CG ten­
gelyen lesznek számítandók, s ennek folytán e következő két 
egyenlet hozandó számításba :
o?=r(qp-}-SM<jp) és yz=r(\—cosqp), miből : 
dx~rd(f>(\-\-cos<$), 
s ennek helyettesítése adja :
mind ezen egészletek ismeretesek lévén, áll :
mihez szinte semmi állandó sem járu l, minthogy ha qp=0 , a 
kérdéses test szinte elenyészik. Tévén pedig ide cp=n, azon 
egész test 'térfogatát nyerjük, mely ACG felületnek CG 
tengely körüli forgása által ered, s ez lesz :
f e í f f ar 8= l , 1 7 8 . 1 w -  
2  o
3>
mely eredménynek jelentése világos.
(5-dik eset.) Tegyük még feladatunkká, egy kör alakú 
gyűrű térfogatának meghatározását. Legyen e végre az 
ADLB  kör (9-dik idom) a kérdéses gyűrű keresztmetszése, 
melynek teste tehát ezen körnek OF tengely körüli forgása 
által ered; legyen továbbá OD— R és DC—r, és ha az emlí­
tett kör metszékei A pontból számíttatnak, lesz A p= x  és
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s ennek folytánaz Fn sugárral leírt kör felülete lesz: 
= n ( j R - \ - r — - y )  , és
az Fm sugárral leírt kör felülete lesz :
(9-dik idom.)
= ”( # 4 -r4 “| y )  »
mely két felületet egymásból kivonván, y  szélességű gyűrű­
nek a felületét főniük nyerni, s ez e következő lesz :
= 2  ny(R+r).
Tudjuk továbbá, hogy a körre nézve áll :
~y=Vr2rx—x2, tehát y—2Vr2rx—ce2,
az előbbi felület tehát még így is írható :
2ny{R-\-r)—^7i{R-\'r)V 2 rx—x l , 
most pedig azt tévén föl, hogy az Ap— x metszékpq—dx kül- 
zelékkel nő, akkor az utolsó kifejezést dx-A szorozván, a kér­
déses gyűrű térfogatának külzelékét fogjuk nyerni, s áll : 
dQ—^7i{R-\-r)dx^r 2rx—x <l, 
mit egészelvén, lesz :
Q= 4  n (.ß-j—?’)
Ezen egészlet meghatározása végett, azt nyilván így is szabad 
írni :
J  J  V 2nc—cc2 J  V 2rx— íc2
mely egészleteket a 24)-dik szám VII) alatti mintája szerint 
tárgyalván, nyerni fogjuk ;
ídx V  2rx—a?2-j-C,
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 ^ . —----------- »^2 y*__^
I dccr 2 ra’—ít‘2= -(a 2—í*)k 2nc—as-—— arccos---- ,
J  2 Z r
ha t. i. a kijövő végegészletre a 8 )-dik szám 7-ik esetbeni kép­
lete alkalmaztatik. A gyűrűnek keresett térfogata tehát lesz:
Q=z2n(R-\-r)(x— ?•) V  2rx—x‘1-\-27ir<l(R-\-r)arc.cos-— —,
mihez semmi állandó sem járul, minthogy ha x = 0 , a gyűrű 
térfogata is elenyészik. Az egész gyűrű térfogatát pedig az 
által fogjuk kapni, ha e kifejezésben 2r iratik x helyébe , s
Q—2n<lr,i{R-\-r)—7ii'l.27i{R-\-r), 
azaz, a kérdéses gyűrű térfogatát megtaláljuk, ha a gyűrű 
keresztmetszését azon kör kerületével szorozzuk, melynek 
sugara — R~\~r.
51.) A testek köbözésének általánosabb fogalmát lehet 
szerezni az által, ha azon testeket, melyeknek térfogata megha­
tározandó, térben képzeljük, egy háromtengelyü rendszerre 
nézve; ez esetben már a külzeléki hánylat 1 1 2 )-dik száma 
alatt egy minta állíttatott fel, mely által a térben létező test 
külzeléke adatik, s ez e következő :
d V—zdxdy,
minek egészelése által tehát a test keresett térfogatát fogjuk 
nyerni, s áll :
V—
itt tehát kettős egymásutáni egészelés viendő véghez, s látjuk ,
hogy j ^ ^ e g y f e . m e t e t . l . n  eK, - .y n e k  síkja a, y*.
síkhoz párhuzamos; mivel pedig z= f(x,y), ezen egészlet azon 
határok között veendő, melyeknél fogva y íc-nek valamely függ­
vényét állítja elő, úgy hogy maga az egészlet a?-nek függvé­
nye legyen. Továbbá látjuk, hogy ^  zdydx azon hasáb tér­
fogatát jelenti, melynek alapja ^zdy , magassága pedig dx, s
„ivei függvénye, f a  egy teljesen meg-
határozható kifejezés.
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Valahányszor lehetséges, az yz síkkoz párhúzamos és 
« távolságban fekvő felületet x által kifejezni, azaz «függvé­
nyének tekinteni: akkor a test azon térfogatára nézve , mely 
x— a és x— A határok között fekszik, hol # = a  és xzzzA 
két párhúzamos sík egyenletei, állnia kell :
Q=  jj*f(x)dx.
Ha például y—f{x)  egyenletű görbe vonal «-ek tengelye 
körül forog, akkor az által oly térfogat fog bezáratni, mely 
térfogat minden, yz síkhoz párhúzamos sík által körben fog 
metszetni, melynek felülete —nyn-\ s így a test azon elemé­
nek térfogata, mely x és x-\-dx metszékek között fekszik, 
nyilván ny^dx kifejezés által fog adatni; ennél fogva a test 
azon részének térfogata, mely x= a  és «—A határok között 
fekszik, e következő határozott egészlet által számítható ki :
mint már ez a képlet ismeretes előttünk.
(Példa.) Ha egy bezárt idom, melynek felülete = a 2, 
eredeti helyzetéhez párhúzamosan mozog úgy, hogy mind alak­
jára mind helyzetére nézve magához hasonló maradjon, annak 
minden pontja tehát egyenes vonalokat ír le ; ha továbbá még 
azt is felteszszük, hogy annak a2 felülete, bizonyos álló pont- 
tóli távolságának négyzetével változik : kérdés, mily térfogat 
fog leiratni ? Legyen e végre h a mozgó felületnek az álló 
ponttóli távola eredeti helyzetében, ó2 pedig legyen a mozgó 
idomnak azon felülete, melylyel az, az álló ponttóli h—«távol­
ban bír ; akkor a feladat feltétéi szerint áll :
a'1a2 : ó2=A2 : (h—«)2, miből : b-zzz-JJi—xj1, 
mely érték a fenebbi mintába/(«) helyébe tétetvén, lesz :
(Ä—«)2d « = —~ (Ä —«)8- f  (7,
mely térfogat, ha « = 0  és xzzzh határok között vetetik, nyer­
ni fogjuk :
mely kifejezésben nyilván a tetények és a kúp térfogatát lát-
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juk. Ha pedig ezen egészlet xz=0 és x= k  határok között vé­
tetik^ ered :
ha már most x —k értékére nézve, a mozgó felület ó‘2-re megy
akát, akkor ^ -b n—k lesz, miből h—~a—b '
álló egyenletbe helyettesítvén, lesz :
r = í ( '» , + » í + i s).
s ezt az előttünk
0 = 5  —ó a-
mely kifejezés nyilván nem egyebet, mint a csonkított tetény 
vagy kúp térfogatát terjeszti elő.
52.) Hasonlóképen a térben létező görbe felületek kül- 
zelékére nézve is, a külzeléki hánylat 111 )-dik száma alatt 
e következő általános kifejezést találtuk :
ds=dxdyVr -cf,
hol dzP=Tx es ennek egészelése által tehát, ma­
gának a görbe felületnek tartalmát fogjuk nyerni, s áll :
s =  C |  dxdyV^ 1-j-p M-?2.
Ha valamely sík görbe vonal, metszéki tengelye körül forog, 
akkor, mint már tudjuk, egy görbe felület jő létre , melynek 
x ~ a  és x ~ A  határok közötti tartalma ekkép határoztatik meg.1 
A forgó görbe vonal minden pontja által egy kör iratik le , 
mely körök síkjai a forgási tengelyre merőlegesen állnak, su­
garai pedig y rendezővel egyenlők. Egy ilyféle kör, és egy 
ahhoz végtelen közel fekvő párhuzamos sík között, fekszik 
nyilván a kérdéses görbe felületnek egy öve, mely egy cson­
kított kúp oldalfelületének tekinthető ; ennek tartalma tehát > 
lesz :
= 2 nyds, s mivel ds— Vdx^-^-dy'1, 
ds mindig x függvénye lesz, és egészelés által kapjuk :
■ S = 2 ^ d , V / l + ( ! )  ,
mint már az előbbiekben is találtuk.
MAGVAK
TUDOMÁNYOS
AKADÉMIA
KöNWÁKA
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(Példa.) Tudva van előttünk, hogy a térben képzelt 
gömbnek egyenlete e következő :
r 2= r 2-f-<y2-j-z2,
ha t. i. a gömb középpontja, egyszersmind az összrendezök 
kezdőpontja. Ezen egyenlet kiilzelése által kapjuk :
dz x , dz y
d ^  ~p ~ ~  z ’ cs ^ =<2“ " ~ ’7 ’
mely értékeket a fenebbi általános egyenletbe tévén, lesz :
s
mivel pedig V  x--]-y-Ar z-— ri és z-= r2— x *—?/2, áll még :
■Y d*äy
— x — r
mely kifejezést először egészelni kell y szerint, s lesz :
í dV _V  r 2- J  V a 2— íc2 x osin- a
ha t. i. V r2—x l= a  tétetik, ezen egészletet pedig jó lesz 
mindjárt a;=0 és y— V a ^—x 2 határok között venni, minek
71eredménye lesz — - , s ennek folytán áll :
s= j j j d* = l-rxn-\-C  ;
ha az állandónak meghatározására a = 0  tétetik , lesz $ = 0 , 
tehát szintén (7=0, s így lesz :
fí— ~rxnU
ez pedig, mint könnyű belátni, a kérdéses gömböv 4-ed része, 
melynek magassága —x ; az egész gömböv felülete tehát 
lesz = 2 flrx, és x helyébe 2r-et tévén, a gömb = 4 nr*1 felü­
lete jön ki, mint lennie is kell.
HARMADIK FEJEZET.
TÖBB VÁLTOZÓVAL BÍRÓ KÜLZELÉKI 
FÜGGVÉNYEK EGÉSZELÉSE.
53.) (Az egészlet lehetősége.) Egy több változóval el­
látott külzeléki függvény, melyben az x, y, z .........változók­
nak csak első dx} dy, d z . , . . . .  külzelókei fordulnak elő, vo- 
nalos külzeléki függvénynek neveztetik. Ha tehát P, Q, R
......... általa?,y, z .......... változók függvényeit jelöljük , akkor
e következő kifejezés :
Pdx-\-Qdy-\-Rdz-\-................
x, y, z .........változóknak vonalos külzeléki függvénye lesz.
Az előbbiekben elég bőven megmutatva volt, hogy vala­
mely külzeléki függvénynek egészlete miként meghatároz­
ható, azon esetre , ha benne csak egy változó fordul elő ; és 
ott azt láttuk, hogy ha az adott külzeléki függvény egészel- 
hetö alakra nem volna visszavezethető, egészlete mégis, leg­
alább sor által meghatározható ; továbbá láttuk azt is , hogy 
midőn egy adott külzeléki függvénynek véges egészlete fel­
fedezhető nem volt, annak bizonyos határok között vett hatá­
rozott egészlete mégis megtaláltatott.
Másképen áll azonban a dolog, olyféle külzeléki függ­
vényeknél , melyekben több változó fordul elő, s melyek azon 
természettel bírnak, hogy azok közöl nem mindeniknek fe­
lelhet meg egy egészlet, hanem egészelése csak bizonyos meg­
határozott feltétektől függ, mely feltéteket e következőkben 
fogjuk látni :
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Forduljunk legelőször azon kiilzeléki függvényekhez^ 
melyekben csak két változó, s azoknak külzelékei jönnek 
elő; akkor, a kiilzeléki kánylatból már ismeretes előttünk, 
hogy két változóval bíró függvénynek teljes külzeléke e kö­
vetkező kifejezés által adatik :
1.) d U— Pd a?—|— Qdy,
hol U=f(x,y), Pdx az adott függvény x  szerinti első , Qdy 
ugyanazon függvény y szerinti első külzeléke; s így P  és Q 
nem lehetnek egyéb, mint a kérdéses függvény első x  és y 
szerinti kiilzeléki hányadosai, azaz áll :
egyszersmind pedig megmutattuk a kiilzeléki hánylatban , 
hogy Pdx-\-Qdy alakú kifejezés, csak azon esetre lehet, va­
lamely függvénynek teljes, tehát egészelhetö külzeléke ha e 
következő feltételező egyenlet áll :
2 \ d P _  dQ
' dy dx
Ha tehát kellőleg figyelünk azon módra, mely szerint két vál­
tozóval bíró függvény külzeltetett, az adott külzeléknek egé­
szelése is könnyen véghezvihető lesz; tudjuk pedig, hogy 
két változónak a függvénye csak részletesen külzelhető, úgy, 
hogy azt legelőször külzeljűk x szerint, y állandónak vétetvén, 
azután pedig az adott függvény külzeltetik y szerint, ac-et ál­
landónak tekintvén. Megfordítva is szabad tehát következtet­
nünk, hogy, ha az adott külzeléki függvény csak x  szerint 
egészeltetik, már teljes egészlete meg lesz, mihelyt képesek 
leszünk egy állandót hozzá csatolni, mely azonban nem a 
közönséges állandó, hanem az első esetben y-nak, a második 
esetben pedig cc-nek valamely függvénye. Egy e végre szol­
gáló általános képlet ekkép találtatik föl:
A fenebbi 1) alatti egyenletből látjuk, hogy a függvény 
első x szerinti részlet-külzeléke ez :
dU—P d x ;
ha tehát ezt egészeljük x  szerint, és az így nyert eredmény­
hez egy állandót csatolunk, mely ?/-nak függvénye, akkor a 
függvény teljes egészlete lesz :
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U =^Pdx-\-Y,
hol Y, y-nak az említett függvénye, s nincs egyéb hátra, mint 
ezen állandónak a meghatározása, mi végre tegyük :
fPdx=u, s lesz :
U—u ^ Y ,
ezen egyenlet pedig külzeltessék y szerint, lesz : 
d U _ du . d Y  
dy ~~ d y ' dy '
d ü
dy =Q>
miből könnyű módon nyerjük :
dy^Q — mivel pedig 
ennek helyettesítése adja :
3.) U ^ P d x + ^ d y ^ Q - j ^ + C ,  
hol C a közönséges állandó. Még csak hátra van megmutatni^
hogy 0 4 0  kifejezés tisztán csak y-nak függvénye,
tehát semmi cc-et sem foglal magában; mi végre tétessék :
4.) dy
akkor ennek x szerinti külzelése adja :
dQ d^u  dv
dx dydx dx'
i -i , . . . .  du n , d^u dPámde az előbbiek szerint áll : — = P , tehát: -.— mi -dx dxdy dy
nek helyettesítése által kapjuk : 
dQ dP dv . , ..
d x - d t = T x '  ™TClPed‘S 
dv—= 0 , azaz, a fenebbi 4.) kifejezésnek x szerinti külzeléke = 0 ,
mi nyilván annak a jele, hogy benne semmi a: nem foglaltatik.
Hasonló módon kell pedig eljárni, ha az adott külzeléki 
függvény először y szerint egészeltetik, hozzá csatolván egy 
állandót, mely tc-nek valamely függvénye; ez esetben t, i, á ll:
dQ— dP j 
dx dy 9
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Qdy+X,
hol X  a kérdéses állandó, melynek meghatározására tétessék : 
^  Qdy=s} s lesz :
U=Z8-j-Z,
ezt pedig x szerint külzelvén nyerni fogjuk : 
d U _ d s  dX  
dx d x ' d x ’
miből könnyű módon kapjuk :
minthogy
s így e következő egészelési minta származik :
5 .) i =  (*<?%+Cdx ( p -  ^ ) + e ,
hol C' a közönséges állandó. Hasonló módon pedig mint ez.
előtt, be lehet bizonyítni, hogy 0 - £ )  kifejezés tisztán
csak cc-nek függvénye, melyben tehát semmi y nem foglalta­
tik. Az adott esetek egészelésénél tehát vagy a 3.) vagy az
5.) alatti 1 minta lesz használandó , a mint t. i. vagy x  vagy y 
szerint történik az egészelés ; alkalmazását pedig e követke­
ző példákból fogjuk látni :
(1-ső Példa.) Legyen egészelendő e következő külze- 
léki függvény :
j   ydx—xdy
a?+y* 5
mielőtt ezen függvényt egészeim lehetne először az x és y sze­
rinti részlet-külzelékeket egymástól el kell választani, s azon­
nal látjuk, hogy áll :
Pdx- ydx . ^  7 xdyés Qdfy i
ha tehát x  szerint akarnék egészeim, akkor a 3.) alatti minta 
lesz használandó, mindenekelőtt tehát áll :
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Most azon állandónak meghatározása követke zik, mely 
2/-nak függvénye, mi végre áll :
„ x du
~~ *2-H/2’ es dv
du
* iJr y - ,  következőleg :
Q— — = 0 ,  s igy F = 0  , áll tehát teljesen :
T J  ^  J  / " ' fU—circtg --f-C.
(2-dik Példa.) Az adott külzeléki függvény legyen ez :
du— x 'H -ay+ y2 ( d_y\ .
V  x y y ’H- y ÍJ
ha itt is x szerint akarunk egészeim*, akkor az x szerinti első 
részlet-külzelék ez lesz :
p j r _  (x '+ xy+ y^d x  
x{x*+y*) ’
minek egészelését kijelentvén, lesz :
- ._ C (x%+ x y + y %)dx . 
j x ( x l - \ - y l )  ' *
mely kifejezés még így is irható :
L  +  í ) + y ,
hol tehát két egészletet látunk, melyekre nézve áll : 
u— arctg-  -\-logx-1- Y.
Azon állandónak meghatározására tehát, mely iy-nak függvé­
nye, áll :
~ x^-Y-xyA-y2 J , du x . .. .Q= — \ továbbá : — =  — ^  , következőleg:
2/02+«/2) dy x <1-\-y'1
Q- T y = - \ <  r = - foW-
az adott függvény teljes egészlete tehát lesz :
ii=arctg^~j- log^--\-C} 
hol C a közönséges állandó.
(3-dik Példa.) Legyen egészelendö e következő függ­
vény :
_dx . dx-\-dy xdx-\-ydy >
V~  x  ' 2(a?-fy) ^ x ^ y ' i
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ha itt y szerint akarjuk véghez vinni az egészelést, akkor az 
y szerinti részlet-külzelék lesz :
0 i v -  d v  y d v
2(x+y)
s ennél fogva az egészelés által kapjuk :
,1 f  dy _  f  ydy 
2J  x + y  J  V x * + y *
hol X  azon állandó, moly a?-nek függvénye. Ezen egészletek 
ismeretesek lévén, áll :
d=^ log{x-\-y)— V  x2-fy'H-X;
hogy pedig X  állandót meglehessen határozni, P-nek értéke 
nyilván ez :
xp = i_l------ ------------ ------
* 2(*+y) V  x l-{- y°- *
s mivel továbbá : 
ds
dx 2(x-\-y) , nyerjük :
P— - 4, tehát : Z =  C —= logx,dx x ’ J  x * ’
az adott függvény teljes egészlete tehát lesz :
u=-log(x-\-y)-\-l°gx — V  ao*-\-y*+C.
(4-dik Példa.j Legyen az adott külzeléki függvény e 
következő :
du= ^ L ^ -\-adx-\-2bydy;
V 1—cc2
ha ezt is y szerint egészeljük, lesz :
X  állandónak meghatározására pedig áll :
dx
X.=  j  dxz=zlog(x+ V 1+x*)+ax,
s így az adott függvény teljes egészlete lesz :
u—by*-\-ax-t-log(x-\-V^ 1 -j- «?*)-{- C.
Hasonló módon du=z~ -^ . - függvényből találjuk :
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V a^-fy2 . nu = -------4-C.x
54.) (Három yáltozóval bíró kiilzeléki függvények 
egészelése.) Ezen függvényekre nézve a kiilzeléki hánylatból 
ismeretes előttünk, hogy az ily fele függvénynek teljes külzelé- 
ke mindig három részből áll, s ezen részek az x, y és z sze­
rinti részlet-külzelékek által vannak képviselve, s így ha 
U=f(x,y}z)} akkor ennek teljes külzeléke e kővetkező álta­
lános kifejezésben foglaltatik:
1.) dU=Pdx-\-Qdy-\-Rdz}
hol tehát P, Q, és R által, az x, y és z szerinti külzeléki há­
nyadosok terjesztetnek elő. Hogy pedig az előttünk álló ki­
fejezés teljes külzeléke legyen valamely három változóval 
bíró függvénynek, e következő három feltételező egyenlet­
nek kell állnia :
d P _  dQ d P _  dR dQ dR
dy d x 1 dz d x 1 dz dy ’
mint a külzeléki hánylatban be volt bizonyítva.
Egy ily féle függvény egészelése végett, megint azon 
részletes módra kell figyelnünk, mely szerint egy három vál­
tozóval bíró függvény külzeltetik, s ennek folytán könnyű lesz 
egy ilyféle külzeléki függvénynek egészelése is ; mert ha azt 
például x szerint egészeljük, és az előbbi szám módja szerint 
egy állandót csatolunk hozzá, mely y-nak függvénye, akkor 
az adott külzeléki függvény teljes egészlete már meglesz, 
mihelyt a megtalált kifejezéshez még egy állandót tudunk csa­
tolni, mely állandó 2-nek valamely függvénye. Az eddig mon­
dottak e következő módon vitetnek véghez :
A fenebbi 1) alatti egyenlet x szerinti első részlet-kül- 
zeléke :
d U=Pdx
lévén, ennek egészelése által kapjuk :
U = ^P d x+ Y ,
hol Y  a fen említett állandó, mely y-nak függvénye, s ennek 
az előbbi számban megtalált értékét helyettesítvén, lesz :
f* P f  dvP\
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ezen kifejezéshez pedig még azon állandót is csatolván, mely 
z-nek függvénye, s melyet Z-vel jelölünk, áll még :
f  P < fa+ f A, ( V ^ ) + Z.
Z-nek meghatározására, külzeltessék z szerint az előttünk 
álló egyenlet, s nyerni fogjuk :
dU_ 
dz Z 
dU
j dz J 1 \ d z  dydzs '
dZ
dz
s mivel -j—=zRf ezen egyenletből ered :
dZ C dP (• ZdQ d * u \
J i-= B ~  3  * • £ “  j d,J w  -  s p j '
s így egészelés által :
Z= 3 ’dz [ * - j * * s - f *  S ) J
mely értéknek helyettesítése adja :
2 .)  í / =  j p c t e +  f á y  ( Q  - ~  )  +
.f* [ß- p 4 -  j*  C l- £ ) ] + c-
hol C a közönséges állandó; ez pedig azon általános minta, 
mely szerint mindig egészelhetők a három változóval bíró kül- 
zeléki függvények ; még csak azt kell megmutatnunk, hogy az
3.) f i -  j j  dy ( ^ -  ~ )  kifejezés
tisztán csak z-nek függvénye, tehát sem sc-et sem y-tnem fog­
lal magában ; mi végre ezen kifejezést először x szerint kell 
külzelni, s nyerni fogjuk :
hogy ezen kifejezésnek első két tagja megsemmisíti egymást 
könnyű belátni, hogy pedig az utolsó tag szinte —0 , követ-.
c in  d 3u  P
kezik abból, hogy — = P  miatt ———- =  -j—j-, sebből már dx dxdydz dydz
láthatni, hogy a fenebbi kifejezésnek utolsó tagja szinte ele­
nyésző, a kérdéses 3) alatti kifejezés tehát semmi x et nem 
foglal magában.
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Hogy pedig ugyanazon kifejezés y-1 sem tartalmaz 
magában, annak y szerinti külzelése megmutatja, minek meg­
történte után nyerni fogjuk :
dR
dy
' c— 1 dx. d*P dQ , d\idydz dz dydz ’ 
s annak belátására, hogy ezen összeg is elenyésző, csak azt
kell tekintetbe venni, hogy zP miatt d2u dx
J dWh
kell lenni, s így be van bizonyítva, hogy a fenobbi 3.) alatti 
kifejezés y -1 sem foglal magában, s hogy ez tehát tisztán csak 
z-nek függvénye.
Ezen elmélet felvilágosítására, szolgálnak e következő 
példák :
(1-ső Példa.) Legyen az egészelendő külzeléki függ­
vény :
2 xdx(y(1—z2) . 2ydy 2zdz
d ü = (x--\-y'l)(x'l-\-z'}‘) cc2-j~y<í x^-j-z^
Hogy ezen kifejezés egy három változóval bíró függvénynek 
teljes külzeléke, könnyű meggyőződhetni az által, hogy ez a 
fenebbi három feltételező egyenletnek teljesen megfelel. Ha 
tehát ezt x szerint akarnók egészeim, akkor azcc szerinti első 
részlet-külzelék lesz:
dU—Pdx=i— - \ xp ^t = .p - ,(cc24-;y2)(;K24-z2)
minek egészelése által kapjuk :
u — ( d x  g __
Hogy pedig ezt x szerint lehessen egészein!, szükség lesz 
da?-nek együtthatóját, mint való és okszerű törtfüggvényt, 
részlet-törteire bontani, mi végre e következő egyenlítés 
szolgál :
2x(y'1—z2) _A-^-Bx . C-\-Dx
Y.
{x <1- \ - y <1) { x (1- \ - z <1) a?2-j- y l x^ -j-z
mely egyenletet 0-ra hozván , könnyen találtatik : A=C==0, 
és D = 2 , és B ——2, minek folytán áll :
2x(y"—z-) _ 2x_____ 2x
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mit dx-e 1 szorozván és egészelvén; nyerjük :
U ~ lo g (x '1-\-y'i) ---
Y állandónak meghatározására, ezen egyenlet y szerinti kül-
zeléke lesz :
dU__ _ 2 y _  dY
dy~~ dy ’
ha pedig az eredetileg adott függvény tekintetbe vétetik, látni
dU 2?/ dYfogjuk, hogy —  minek folytán áll : —  = 0 ,  kö­
vetkezőleg 1 = 0 , azaz: itt ezen állandónak nincs értéke, 
egészletünk tehát még így is áll :
U=zlog(x*+y*)—log(x*+z*)-\-Zt 
hol Z  a még meghatározandó állandó, e végre pedig ezen 
egyenlet z szerinti külzeléke lesz :
dU_ 2z dZ
dz x --\-z -*  dz 7
és ha megint az eredetileg adott egyenlet tekintetbe vétetik 
dXJ 2z ' , „ , . dZlátjuk, hogy áll : —  =  — £C2-}-2 s ennek folytán dz 0,
honnan Z = 0 , azaz : ezen utolsó állandónak sincs értéke, s 
így az adott külzelék teljes egészlete lesz :
U= , cc-—I— ?/2 . ^
^ • 4 : ^ +  ’
hol C a közönségos állandó.
(2 dik Példa.) Legyen adva e következő külzeléki 
függvény :
dU- (sc2—y-—z*)d% , x q~\~{y— z )2 dy (x1-\-y--\-z(1)x ' x ?-\-y'i-\-z'i z
(x'1-\-y<1—z2)c?z ydz , dz 
z2 ' z 3 ’
H-
0x i~\~ylJr z i )z
annak belátására , hogy itt is az egészelést bármel y változó 
szerint szabad véghez vinni, egészétjük az előttünk álló kifeje­
zést z szerint, minek megtörténte után, az Xés Y állandók lesz­
nek meghatározandók. A fenebbi függvény z szerinti részlet- 
külzeléke ez :
14*
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— ,jX  xlJry"du dz[XxiJry lJrz l)z
minek egészlete így jelentendő ki : 
Uz HM y
y7 + h }
F ^ ] + - Y>jl+ z2)z
hol X  az első meghatározandó állandó. Ennek egészelése vé­
gett, szükség lesz e következő függvényt részlet-törteire 
bontani :
x2-\-y2— 2^  A . B-\-Cz
(a4-j-y2-{-22)z z ' x2-\-y2-\-z'1 ’
miből könnyű módon találjuk : 4 = 1 , B—0 és C— —2, mi­
nek következtében áll :
2z
-yiJr z-
s ennek folytán nyejük :
dz\ ~  í + ? ]  f  -x  ’
y _
Z  2
Ä" állandónak meghatározására, külzeljük az előttünk álló 
egyenletet x szerint, s nyerjük :
dU   2x .
dx x i-\-y2-\-zn-
az eredeti egyenletből pedig kapjul
dU  x2—yl — z'1
dx
u =  - V + * * )-H » s '* + :-  öt. + x
dX
dx '
2x
(x<l~\~y'-\~z2)x
miből könnyű módon nyerjük :
dX  1 V i, tehát : X— ioqx, dx x ’ J ’
egészletünk tehát így áll még :
Z7=—log(x‘i -\-y0~-\-z2)-\-l°92~}-lo9x ~\~
®*+y®4-2"
y 1 + ^ ;2 2z2
hátra van még Y  állandónak a meghatározása, mi végre y 
szerint külzelvén az utolsó egyenletet, áll :
dU  2 y
dy
EL— x ■, ennek helyettesítése adja :dy {xv+ yo-^z^z7 J
dU
. -A- - 4 -4 -  , 8 mivel :' z ' dy
dy ■=0, következőleg 1 = 0 , s így teljesen áll :
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Uz -log(x--\-y z-)-\-'*gz-\-logx-\-' w + c ’
hol C a közönséges állandó.
(3-dik Példa.J Az adott külzelcki függvény e következő :
7TT xdx-{-ydy-\-zdz , zdx— xdz .
d L =  /  . . -}----- Ő-.—-  -\-zdz.
/  x*-\-y--^-zl x ~\~z~
Ha itt x szerint történik az egészelés, meg lévén győződve 
arról, hogy ez valamely függvénynek teljes külzeléke, áll :
- í
xdx
V  x n-\-y'1-\-zn- 
miböl könnyen találjuk ezt :
J zdx“-F ,2 >
U— Vx^-^-y^-^z^-^-arc ty--\-Y.
Y állandónak meghatározására, külzeltessék ez y szerint, s lesz : 
d U _  y dY
d y ~  V  úl-\.y*-)r z*' dy *
és az eredeti egyenletet tekintetbe vevén, Yiyerni fogjuk : 
dY——= 0 , tehát y = 0 , dy
azaz : ezen állandónak értéke nincs, s így egészlctünk még 
így áll :
Uz=.lY x^-^-yV-^-z^-^-arctg- -Z)
Z-nek meghatározázára, külzeltessék ezen egyenlet z szerint, 
s lesz :
d U_ z x . dZ
dz y  X<1 z ^ x 1 ' dz ’
és ha ——nek értéke az eredeti egyenletből vétetik, nyerni
fogjuk :
— = z, miből : Z:=— következőleg :
u =  V  -arctg^+
mint teljes egészlete az adott függvénynek.
Hasonló módon járván el, e következő példák értékei 
is könnyen nyerhetők, melyeknek kifejtését azonban a tanuló* 
ra bízzuk, úgymint :
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dw=.ydx . xdy . xydz
a—z a—z 1 (a—z)2 
függvényből, e következő egészletet kapjuk :
xy ■c.
Továbbá :
du=(y-\-z)dx-\- (cc-|- z) dy~\~ 0»“H/) dz 
függvényből kapjuk :
u =  xy-f-x z -\-y z-j-<C.
Végre :
du—
függvényből nyerjük :
adx— bdy . (by—ax)dz
ax- ■by -C.
55.) Az eddig megmutatott út, melyen több változóval bíró 
külzeléki függvények egészleteihez jutunk, egy kevéssé hosz- 
szas, azért is nem lesz érdektelen itt még megmutatni, miként 
rövidíthető meg ezen eljárás, új változók behozása által; mert 
az által, vagy egy olyféle külzeléki függvényt kapunk, mely­
ben csak egy változó fordul elő, s ennél fogva könnyen egé- 
szelhetö ; vagy az adott külzeléki függvény oly két részre 
bontatik, melyek mindegyikében szinte csak egy változó mu­
tatkozik, s így egészelése szinte könnyű. E következő esetek­
ből látható lesz a tárgy mibenléte :
(1-sö eset.) Az egészelendö függvény legyen :
duz ydx—xdy
tétessék itt : x— rcosv, és y—rsinv, hol tehát r és v az ujj on 
behozandó változók, akkor külzelés által kapjuk : 
dx— drcosv—rdvsinv, és 
dy=zdrsinv-\-rdvcosv, következőleg : 
ydx=rdrcosvsinv—r^dvsin^v, és xdy-—rdrsinvcosv-\-r<ldrcos'1v
s így
ydx—xdyzzz—rldv, továbbá :
—9/2 — /y»2x l-\-y következőleg
ydx— xdy_
j—Z/2
mely egyenletet egészelvén, lesz :
-dv,
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ydx—x d y _ _ v^_c
mivel pedig a fenebbi egyenletek osztása által kapjuk : 
-z=ztgv, lesz v=arctg- tehát :
íydx—xdy— —arctg--\-C.cc2-]~y<1
Hogy ezen egészlet tevőleges alakban állittassék elő, könnyű 
belátni, hogy áll :
V , x 71
arc% + arct9 ' =  2 ’
• , v , x \ ymert tevén: arctg-=cp és arcig-— qp', lesz - —tgqp,x y x
tüés - —tgq>‘, mivel pedig áll :
' '  1—tgytgcp'
ha itt tgq> és tgcp' helyébe a fenebbi értékeket helyettesítjük, 
nyerni fogjuk : tg((p-\-(p')—Q*D, következőleg
cp-\-(p'=arctgco— ^-, s így cp és qp' pótszögök,
V Oßs ennek folytán lesz : —arcty-—arctg--, következőlegx y
J x ' + f -  V  '
mint az előbbiekben már megtaláltuk.
(2-dik eset.) Adva van e következő külzeléki függvény :
du: i-\-‘xy’\-y <1 f  dx dy
4 - y (  ^\ x y J ’
akkor itt is tévén : y=zrsinvf és x=rcosv, lesz :
x l-\-xy-\-y<1= r i{\-\-sinvcosv) és x'i-{-y'1—r<1,
,, , , dx dy dvto v á b b á :-------- ---------- ;-------,x y smvcosv
mely értékek helyettesítése adja :
Í — J  ce2- |-y1 v  X  y J
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dr(l-{-s'’m;cosv)
í
avagy :
dv+ C ;
smvcosv 
_  C dv
í sinvcosv
ezen egészletek elsejére a 34)-dik szám 19) alatti képletét al­
kalmazván, lesz :
u— —v—logtgv-\-C,
és ha v helyébe x és y által kifejezett érték tétetik, lesz :
Íx*-\-xy-\-y*Sdx d y \  x , _ x  ,
mint már ismeretes előttünk.
Hasonló módon, ugyanazon értékeket helyettesítvén cc 
és y helyébe e következő kifejezésben :
,IX fogjuk ;
------J ~
“Kx'1-\-y<1
u—logr(\-\-cosv)-\-C=log{x-\-'Vr x^-^y^-^-C.
(3-dik eset.) Az egészelendő függvény legyen ez : 
d y*dx+x*dy _ 
o(í»-|-?/)£C?/-|-ÓíC2y'í ’
minthogy ez is teljes külzelék , egészelése végett tétessék :
a?=*a- és y ~ -  , akkor e következő kifejezést fogjuk nyerni:
7 ___  dv-\-dw
dU— ~b+a(v-Lw) ’ 
mely kifejezés még így is írható :
átt— d.(V+ w)
b-\-a(y-\-id) ’
mit helyettesítés által egészelvén, lesz :
u= —-l°g(b+a(v-{-w)),
és ha v és w helyébe x és ?/-ban kifejezett értékek tétetnek, 
nyerni fogjuk :
Í y ldx-\-x7,dy  1 cxya(x-^-y)xy-^rbx<ly i a ^ a(x-\-y)-\-bxy ’
ha t. i. -logc az állandót jelenti.
56.) (Határozott egészletek.) Itt azon függvények ha­
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tározott egészleteiről lesz szó, melyekben két változó fordul 
elő. E végre pedig, hogy azon eljárás megismertessék , mely 
ilyféle határozott egészletek meghatározásánál alkalmazandó, 
vegyük fel, hogy cp(x,y) és xp(x}y) két olyféle függvény, mely­
re nézve e következő egyenlet áll :
d.q>(x,y)_d.ip(x,y)
dy dx }
akkor ezen egyenlet állván , az 53)-dik szám feltételező 2) 
alatti egyenlete szerint, teljes egészlete lesz e következő kül- 
zeléki függvénynek í
!) y(x,y)dx-\-xp(x,y)dy,
mely egészlet, minthogy szinte x  és y-nak függvénye, ha 
F(x,y) által jegyeztetik, áll :
2) j  [y(.x,y)dx+ y ( x,y)dy}=F(x,y)-\- c,
hol C a közönséges és tetszésszerinti állandó. Hogy már most 
ezen egészletet
x—a és x= A , azután y=b  és y—B, 
határok között lehessen nyerni, mely határok között az adott 
függvények folytonosak, e következő egyenlet lesz használan­
dó, melynek helyes volta könnyen belátható :
3) cp(x}y)h-\-\p(x,y)k=F(x-\-h.y-\-k) —F(xfy),
mely egyenletnek mindig kell állnia, míg cc-nek növete = h  
és y-nak növete —k végtelen kicsiny mennyiségek. Ha ez 
egyenletbe x és y helyébe az a és i ,  s J Ü határok 
között fekvő értékeket beiktatjuk, akkor az egyenletek e kö­
vetkező sorát fogjuk kapni :
x= a , y=b,
x ~ a  yz=b-\-k,
x=za-\-2h, y=zb-\-2k, 
x— a-\-3h, y^zb-^~3k,
x=a-\~nh, y=zb-\-nk
úgy, hogy nh és nk által az egész a és A, s b és B  közötti Hé­
zag ki van töltve; s akkor ezek összeadása által, a fenebbi 3) 
alatti egyenlet jobb része ebbe menend át :
F(o.-\-nh, ó-j— ni')—F(cij ó),
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bal része pedig végtelen kicsiny mennyiségek összegét állí- 
tandja elő, mely a kitett határok közötti egészletet annál ponto­
sabban adandja, minél kisebbek a h és k növetek ; mivel pedig: 
a-\-nh~ A , és b-\-nk=B ,
a 3) alatti egyenletből e következő határozott egészletet 
kapjuk :
4J í  fo(®> y)dx-\-rp(x} y)dy]=F(A, B)—F(a, b),
J  a, b
hol az a és A határok x-re, a b és B határok pedig y-ra vonat­
koznak. Ezen előttünk álló egyenlet tehát nem egyéb , mint 
a 2) alatti egyenletnek határozott egészlete, s alakjából vilá­
gosan látjuk, hogy ezen egészlet ugyanazon szabályok szerint 
találtatik meg, melyeket már az egy változóval bíró függvé­
nyeknél alkalmaztunk, mely szabályok tehát bárhány változó­
val bíró függvényekre nézve is állanak.
A fenebbi 4) alatti egyenletnek egészlete azonban, egy 
változóra is visszavezethető; minthogy t. i. a fenebbi egyenle­
tekre nézve megemlíttetett, hogy mind h mind k végtelen ki­
csiny mennyiségek, h tehát dx-re , k pedig dy-ra ment át, kön­
nyű lesz e következő egyenletekből :
a-^-ndx— A és b-j-hdy=B ,
a határozatlan n mennyiséget kiküszöbölni, minek végbe vi­
tele után nyerni fogjuk :
(A —a)dy=(B—b)dx, s ebből :
. dy B —b , dx A —a
es dy ~B-—b *
most pedig a 4) alatti egyenletet e következő két módon írván :
d x . ésy) J
B |— rl nr> ~|
**= l ,
mely egyenletek elseje csak x szerint, másika pedig y szerint
egészelendő: ha —- és -r- helyébe a fenebbi értékek tétet- ° 7 d x d y
nek, lesz :
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u =  j  |  xp(x, y )+  y)~yy ,
mely egyenletek elsejében y-nak, másikában pedig íc-nek azon 
értéke teendő, mely értékeket az 5) alatti egyenletekből lehet 
nyerni. Ha ezen egyenletek bármelyike egészeltetik, lesz :
7) (A—a)y= (B —b)x-\-C,
hol C állandót az által kapjuk , hogy a 7) alatti egyenletben 
egyidejűleg vagy x= a  és y—b , vagy x=:A és y ~ B  tétetik ; 
ezen helyettesítések bármelyike ezt adja :
C=Ab—B a ,
mi által a 7) alatti egyenlet ebbe megy át :
B—b , Ab—Ba 
8) ,J=I=TaX+  ~ J = ^ ’ Vagy :
A —a . Ab—Ba
Ha tehát az egészelhetö
cp(x,y)dx-\-cf(x,y)dy .
függvény xzzza-töl sc=H-ig, és y=:ó>töl y—B ig lenne égé- 
szelendő, akkor a kivánt egészletre fogunk jutni, ha minde­
nekelőtt y és dy vagy x és dx
(A—a)y — (B —b)x~Ab—Ba
egyenletből kifejtetik, s ezen értékeket az 1) alatti kifejezés­
ben helyettesítjük, és az első esetben x—a és x = A , a máso­
dik esetben pedig y—b és y= B  határok között egészeljük. 
E következő példákból világos lesz az eljárás :
(1-sö Példa.) Legyen meghatározandó e következő ha­
tározott egészlet :
(*A,Bydx —x dy 
+ ?  :
küszöböltessék ki e végre y és dy} akkor a fenebbi egyenlet­
ből áll :
y-
B- -b . Ab—Ba -x-\-A—a““ 1 A—a
és ha rövidség okáért tétetik :
B —b . Ab—Ba
, és * * = ? * » .  7 * A—r
—a és :ß, áll :A—a " ““ A —a
y=zax-\-ß és dy—adx}
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mely értékeket ä fenebbi egészletbe tévén, és csak az cc-nek 
megfelelő határokat tartván meg, lesz :
ÍA(acc-|-/5)díC— ctxdxa *2+ ( “*4*/3)2 ’
avagy rövidebben :
/«A
, = J . í
ßdx
ß<1-\-2aßx-\-(l-\-a':)x^ ’ 
mely egészletre az 5)-dik szám 1) alatti képletét alkalmaz­
ván, lesz :
0C dx . aß~f - ( l+ « 2) ’^
f )  ß ^ r 2aßX+(1+ ^ = ™ - ’a -------- p—  >
mely kifejezés x— A és x= a  határok között vétetvén, lesz :
(l-}-a2) A-\-uß (l-\-ct2)a-\-aßu =  arcig-—-— --—  -------arcig ------ -— -— ,
ezen két arctg. különbsége pedig, ha ismert mód szerint egy­
bevon atik, nyerjük :
u— arct„ ______(>4—a)(l+«2)|3______
U ° 9 f + i a ß + i l + ^ A ^ ß + i l + ^ a } ’
és kellő rövidítés után :
(A—a)ßu ai c.tg
_  ____ {A—a)ß
— ao c^ ^ aA)(ß-{-aa)-\-Aa’
S
és ha most a és /9-nak értékei tekintetbe vétetnek, áll : 
[*A>Bydx—xdy Ab—Bet
l ^ - = arc‘S -A ^+ B b ’
s ez a határozott egészlet keresett értéke, melyet azonban az 
általános 1*- - -  Xf ^ — arctq- egészletből is igen könnyű mó-
J  x H -y2 y
dón lehet nyerni, ha t. i. a jelen kifejezésben x és y helyébe 
először a felső A és B, azután pedig az alsó a és b határok 
tétetnek, ez által (az eredményeket egymásból kivonván) 
kapjuk :
f*ABydx—xdy , A*---- :---- -zzzarctq-r. —arcty7£c24-y2 yB b
mely két arc.tg. különbsége egybe vonatván , a már ten meg­
talált eredményt fogjuk nyerni.
í:
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(2-dik Példa.) Ha hasonló módon e következő kifeje­
zésből :
, = r
f  / ä.b
'ydx — (a? — V  x--\-y'1')dy
yVxV+y*
y és dy mennyiségek kiküszöböltetnek , vagy a mi még jobb, 
x és dx eltávolíttatik : akkor1 szintúgy járván el, mint az előbbi 
példában, e következő eredményre fogunk jutni :
uz=zlog A + V  A*+ B 2
a_t_Ka2-j-ó2 ’
s így az eddig elöhozottakból könnyű felfogni, miként veendő 
két változóval bíró függvény egészlete bizonyos adott határok 
között.
57.) (Nem voualos külzeléki függvények egószelése)
Nem vonalos külzeléki függvényeknek azok neveztetnek, me­
lyekben a változó vagy változók külzelékei nem az első, ha­
nem valamely magasb hatványon fordulnak elő, itt csak azon 
nem vonalos külzeléki függvényekről lesz szó, melyek csak egy 
tagból állanak, s azért is egy tagú függvényeknek neveztet­
nek ; ezek t. i. e következő alakokban fordulnak elő :
f(x)dxm, f ( x : y)dxmdy* , f(x, y, z)dxmdyndzr ...........
Azon nem vonalos egytagú külzeléki függvények egészelése, 
melyekben csak egy változó jő elő, már az előbbiekben, még 
pedig a 38)-dik szám alatt adatott elő ; itt tehát csak azon 
függvények egészeléséről lehet szó, melyekben több változó 
kerül elő. E következő eset tárgyalása a dolog felvilágosítá­
sára szolgáland : A fent előhozott
f(gc}y)dxmdy" külzeléki függvény t. i. 
nyilván valamely u—F(x,y) függvénynek fokonkénti részle­
tes külzelése által eredőnek tekintendő, még pedig w-szer 
x szerint és nszcr y szerint, s így állnia kell e következő 
egyenletnek :
d m + " ?dm+au= f(x,y)dxmd y \ avagy: y).
Ez egyenletből pedig az eredeti függvény könnyen kitalál­
ható , mihelyt azt egyes változói szerint részletesen egé- 
szeljük ; mindegy bármely rendben vétetik elő az egészelés. 
Mivel pedig minden egyes egészeléshez egy tetszésszerinti
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állandó tartozik, azért a fenebbi kifejezés egészeléséből eredő 
u függvény m-\-n tetszésszerinti állandóval fog bírni.
A kellő eljárás belátására, vegyük például egészelen- 
dőnek e következő külzeléki függvényt :
dbu y 
dx9dy- x i ’
akkor ezen egyenletet dx-e\ szorozván, és x szerint egészel­
vén, lesz :
d*u _  V___ í v
dx2dy- 3íc3 ' 1
hol Y az első egészelésnek tetszésszerinti állandója, mely, 
mint könnyű belátni, y -nak valamely függvénye. Ha ezen 
utolsó egyenletet újra szorozzuk díc-el, és x szerint egészét­
jük, lesz :
d3u _  y +  FX+Y-,dxdy2 6x2
hol Y' a második egészelésnek tetszésszerinti állandója. Ezen 
egyenletet pedig ha dy-nal szorozzuk, és y szerint egészét­
jük, lesz :
hol X  a harmadik egészelésnek tetszésszerinti állandója, mely 
nyilván cc-nek valamely függvénye. Mivel továbbá az ezen 
egyenlet jobb részében előforduló két egészlet csak y-nak 
függvénye lehet, ha azok elsejét F '-el, másikát F"-el je­
löljük, áll
d2u — y
- * * r  T2*>+*r ' + y " + X;
és ha végre ezen egyenletet dxdy-nal szorozzuk , és mind x 
mind y szerint egészétjük, nyerni fogjuk :
n= í J  ; +  x Y '+  Y" +  X) dxdy,
mely egészelés, minthogy már könnyen véghez vihető, az 
adott külzelék egészlete teljesen megtaláltnak tekintendő. Az 
eddigi eljárásból egyszersmind könnyű belátni, miként és 
mily rendben egészelendő a
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dm+n+Tu kifejezés;
itt t. i. látjuk, hogy az egészelést (m-}“n-|-'r) '8zer egymásután 
kell véghez vinni, még pedig m-szer x  szerint, rc-szer y sze­
rint, és r-szer z szerint, és hogy a kijövő egészletben 
(ra-f-n-j-r) tetszésszerinti állandók fordúlandnak elő, melyek 
részint y és 2-nek, részint x és z-nek, részint pedig x  és y-nak 
függvényei lesznek.
58.) (Kettős egészletek kifejtése.) Ha F(x,y) által 
azon, két változóval bíró függvényt jeleljük, mely részletesen 
egyszer x  és egyszer y szerint külzelve, f(x,y)dxdy  ered­
ményre vezet: akkor ezen két függvény között e következő 
egyenletnek kell állnia :
d2F(x, y)
1 .) dxdy zf ( x,y)\
megforditva tehát F(x} y) függvényt, az adott f ( x 7 y)dxdy kül- 
zelékből kettős egészelés által fogjuk nyerni, mely egészelés 
nyilván egyszer x és egyszer y szerint véghezviendő ; ezek 
folytán áll :
f f f{x,y)Axdy=F{x,y)+X+Y,
hol X  azon állandó, mely y szerinti, Y  pedig azon állandó, 
mely x  szerinti egészelésnek megfelel. Ezen egészelés már az 
előbbiekből ismeretes előttünk, de mivel X  és Y  tetszéssze­
rinti függvények, ezeknek meghatározásánál szabad lesz, bi­
zonyos feltételeknek teljesülését követelni, melyeknek alá 
legyen vetve a kérdéses egészlet. Ezen fellételeket e követke­
ző módon lehet formulázni: Hogy például a fen adott egészlet 
1-ször £c-nek bizonyos értékére nézve, például x—a-ra nézve 
elenyésző legyen, 2-or, hogy az y-nak bizonyos értékére néz­
ve, például y—b-re nézve szintén elenyésző legyen , bármely 
értékeket vennének is föl az X  és F  mennyiségek.
Ha a tetszésszerinti X  és F  függvényeket <p(cc) és .iy(y) 
által jelöljük, hol tehát cp(x) tisztán csak cc-nek , xfj(y) pedig 
tisztán csak y-nak függvénye : akkor a fenebbi egészlet még 
így is áll :
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2.) J j / ( 4  dxdy=F(x ,y)-\-y(x)+\p(y),
és a fen kimondott feltétek szerint, e következő két egyenletet 
nyerni fogjuk :
0=F(a,y)-\-(f(a,)+xp(y), és 
0=&F(x,b)-\-cp(x)-\-rf)(b),
mely egyenletek elseje y -nak bármely érték éré nézve, másika 
pedig a:-nek bármely értékére nézve áll, s ennél fogva, ha 
az elsőben y=b, a másikban pedig x=za tétetik, mind két 
esetben nyerni fogjuk :
ebből pedig és az előbbi két feltételező egyenletből, a tetszés­
szerinti <p(a) és xp(b) függvények kiküszöbölhetők, mi által e 
kővetkező egyenletre jutunk :
0 = f Xa,y)+F(x,b)-F{a,l)+<f(x)+>p(y)i
ez pedig a fenebbi 2) alatti egyenletből kivonatván, ered :
3) ^  j  f{x,y)dxdy—F(x,y)—F(a,y) —F(x,b)-\-F(a,b),
mely egyenlet a tetszésszerinti függvényektől meg van sza­
badítva, és a fen kimondott feltételeknek megfelel.
A fenebbi kettős egészlet tehát úgy érhető e l, hogy 
az x szerinti egészelésnek végbe vitele után, a nyert egészlet 
x—a-ra nézve elenyésző legyen; s hasonlag az y szerinti 
egészelésnek végbe vitele után, a nyert egészlet y—b-re néz­
ve szintén elenyésző legyen. Ennek mélyebb belátására, e kö­
vetkező példákat hozzuk elő :
(1-ső Példa.) Meghatározandó legyen e következő kettős 
egészlet :
azon kettős feltét alatt, hogy ezen egészlet mind cc=0-ra 
nézve, mind i/ =  0-ra nézve elenyéezszék. Ha ezt legelőször 
x szerint egészeljük, nyerjük :
hol Y  az egészelésnek állandója. Ezt pedig y szerint egészel­
vén, lesz :
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u— xy— U  _  _J_ |  Ydy-\-cp(x) ,
hol cp(x) a második egészelésnek állandója. Ha e kifejezésben 
f Y d y  tag i/»(?/)-nal felcseréltetik, áll :
itt pedig ha cc=0 , azután pedig y= 0 tétetik , e következő 
két egyenletet nyerjük :
0 =qp(0 )-f-ip(^), és 0=qp(ce)4-^(0), 
s így ha ezen egyenletek elsejében y=z0, vagy másikában 
a‘= 0  tétetik, mindkét esetben áll :
0=q;(0)-H/'(0) ,
most pedig, ha az utolsó három egyenletből rp(0) és i/;(0) 
függvényeket kiküszöböljük, nyerni fogjuk :
mely érték a fenebbi egyenletbe tétetvén, lesz :
x 3y xy3
“= ^ - 3 ^ - 3 6 5 ’
s ez a keresett egészlet.
(2-dik Példa.) Legyen meghatározandó :
■ = l f [ ' + ( í ) + ( í ) ' ] ," > -
azon esetre, hogy x} y és z között álljon : 
x<1~\
és hogy ezen egészlet mind a?=0-ra nézve, mind y = 0-ra 
nézve elenyésző legyen. Az utolsó egyenlet ezeket adja :
dz   x , dz  y
dx z ’ dy z 1
miknek helyettesítése által az adott egyenletben ehhez jutunk ;
, r r
J  J  t f —xt—y* 
s ennek y szerinti egészlete e következő :
ydx. arcsin
V  a*— =  +<K*);
hol qp(űc) a hozzá adandó tetszésszerinti függvény. Ezen még 
hátra levő egészlet részletesen meghatározható, de kényelme­
sebbnek tartjuk az adott egyenletbe tenni :
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x=rcost és y —rsint,
hol tehát r és t a két bevezetendő új változó ; ennek folytán, a 
kellő mütételek végbevitele után, egészletünk így áll :
f f  r.dr.dt 
u ~ a  1 I ——- ,
J J  V a * -r * ’
ezt pedig t szerint egészelvén, lesz,
“= a j 7 f e +,p(r)l
ezt végre még egyszer egészelvén r szerint, nyerjük :
1.) w =— a%— ;Lt
mivel pedig, ha űc= 0, í-nek bármely értékére nézve r szintén 
= 0 , és ha y = 0, r-nek bármely értékére nézve t szintén = 0 , 
ha tehát r= 0  tétetik, lesz :
o = ~  7
és ha t 0-nak vétetik, lesz :
0=<jp(r)-f-v/(0),
s ennél fogva ezen utolsó két egyenletből, még pedig vagy az el­
sőből, ha benne £=0 tétetik, vagy a másikból, ha benne r= 0  
tétetik, ered :
0=qp(0)+i//(0),
ezt pedig ugyanazon két egyenlettel összekötvén, a qp(0) és 
i^(0) függvények kimaradnak, s áll :
0 = - f  + »W + v -(0 ,
mely egyenletet a-val szorozván, és a fenebbí 1) egyenletből 
kivonván, nyerjük :
n = -a*t at V  a*—r \
LA
Ámde tudjuk, hogy t=zai'ctg- és r 2=a?2-}-y2; x és y által ki­
fejezett egészletünk tehát lesz :
a JJu=z^arctg^ [a— V^a2—a?2—^2].
59.) (Határozott kéttős-egészletek.) Azon feltét alatt, 
hogy az előbbi számban tárgyalt alapegyenlet :
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d*F(x,y)
dxdy = f(x ,y)  áll,
ha ugyanazon szám 3) alatti egészletét, mely mint látjuk szintén 
kettős egészlet, x = a  és x=:A, továbbá y=b  és y=zB határok 
között akarjuk venni, akkor az ismert szabályok szerint, e kö­
vetkező eredményre fogunk jutni :
/■•b  í a s
J  b J  a
f(x,y)dxdy=F(A,B)—F(a,B)—F(A,b)-\-F(a,b),
1
s így, minthogy x és y egymástól független változók, a hatá­
rozott egészleteknél előadott törvények szerint, e következő 
egyenletek helyes volta is könnyen belátható :
Ö»a  / ' • b  r *a r»b r*Af(x,y)dxdy=z— 1 \ f(x,y)dxdy=s— \ \ f(x,y)dxdy.
a J  b j ]  A qJ  a
Továbbá áll szintén :
Ö*A /*A  /»Bf(x,y)dxdy=  \ 1 f(x,y)dydxt
a J  a J  b
s hasonlóképen áll :
Í*B í*\ r*b' í*a.
\  \  f(x,y)dxdy=  V \ f(x,y)dxdy.
J  b j  a  J  B */ A
Ezeket tudván, hogy az alkalmazást is lássuk, meghatározan­
dó legyen e következő kettős-egészlet :(1-ső Példa.) u= ÍV 2bx C * 0o Ja zdxdy,
azon feltét alatt, hogy az x, y és z változók között álljon :
2 4 -yr =2x.a b
Ezen egyenletből nyerjük : 2bx—y2, minek
folytán a fen adott egészlet ebbe megy át :
-V 4 7 Í:
ha itt először y szerint egészelünk, használván e végre a 21.)- 
dik szám III) alatti egyenletét, nyerni fogjuk :
. y
dxdyVr 2bx—y2 ;
 ^d y V 2 ^ « = J V2b* - £ + b x . orcsmV2bx' 
15*
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ezt pedig 2bx és y—0 határok között ve vén, lesz
---------- n
dyV 2bx—y-=zbx.~ ,í
ennek folytán pedig a fenebbi egyenlet még így áll :
áb\ xdx—-tc‘í Vrab,
2 Jo
mely már a keresett határozott egészlet.
(2-dik Példa.) Meghatározandó legyen e következő 
egészlet :
é*a _____
w== \  |  dxdyVa*—ar2,
J  Ot) 0
ha ezt először egészeljük y szerint, lesz :
J *dy= y , ezt pedig y— V^a2—xa- és y—0 határok között vé- 
vén, nyerjük :
S* V  a2—x2 _ _ _ _ _dy=  a1—a?2 , oez által pedig egészletünk ebbe megy át :
Ía (*& í * idx(a2—af4) = a 21 dx — I x -d x , azaz: o J  o J  ü
2 3u——a \o
(3-dik Példa.) Legyen az adott egészlet :
acost
C2C rdrdt
JoJo«7 ^ 5'
Ha itt először egészelünk r szerint, lesz :
c _ ^ = =  _
J  V  a1—r"-
ezt pedig r=arost és r = 0  határok között vévén, nyerjük :
í rdr,V  a2—r 2 -aV 1—cos£2-J-a= a(l—sint),
minek folytán, egészletünk még így is áll :
# 7T
u = a  i 2(1—sini)dt, ámde :
J  0
^  (1—sint)dt— ydt— ^  dttí int—1-\-cost, következőleg
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í> 77 X jf \J( l—sint)dt=~ — 1 , s így : ?<—a ^ -  —J )
Hasonló módon tárgyaltatik pedig e következő egészlet is :
rdrdt V a2—r 2 ,
még pedig, ha az r szerinti egészlet acost és 0  határok kö-
7Tzött, a t szerinti egészlet pedig -  és 0  határok között véte-
u
tik, akkor e következő eredményre jutunk :
a3 f  n 2 \
U— J  \ 2 ~ 3 J ’
60.) (Többtagú kiilzeléki függvények egészelése.)
A többtagú külzeléki függvények legegyszerűbb alakja e kö­
vetkező :
1) Adx7,'\-Bdxdy-\-Cdy'i ;
ez már nem vonalos, hanem egy másodfokú külzeléki függ­
vény, mely, mint látjuk, két, x és y változóktól függ, az A, B> 
és C együtthatók pedig szintén mind x mind y-nak függ­
vényei.
Vegyük fö l, hogy ezen előttünk álló külzeléki függ­
vény, nem F(x,y) függvénynek kétszeres egymásutáni kül- 
zelése áltál támadt, hanem valamely vonalos külze­
léki függvény teljes külzeléke; akkor az említett vonalos kül­
zeléki függvény nyilván e következő alakban fordult elő:
2) Pdx-\-Qdy,
hol tehát P  és Q tényezők x és y-nak még ismeretlen függ­
vényei. Ezen utolsó külzeléki függvény tehát más feltétnek 
nincsen alá vetve, mint csak annak, hogy külzelve, az 1) 
alatti külzeléki függvényt adja. Ha ezen külzelés valóban 
véghez vitetik, ered :
dP— 7 o i f  dP dQ , dQ
l S d x + i  Jy +  i ^ ) dxdy+ ^ ’
mely kifejezés, hogy azonos legyen az adott 1) alatti kifeje­
zéssel, e következő feltételező egyenleteknek kell állniok :
3) ^ = A ,  df + ^ = B ,J dx dy dx
és dQdy = ( 7 ;
ezen három feltételező egyenlet azonban egybevonható az
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által, ha az ismeretlen P  és Q függvényeket belőle kiküszö­
böljük, mit ezen három egyenlet külzelése által lehet véghez­
vinni. Mert ha azok elsejét y, másikát pedig x szerint kül- 
zeljük , és az így nyert eredményeket egymásból kivonjuk, 
lesz :
d*Q___ dB dA
dx2 dx dy 1
ezen egyenlet pedig, ha még egyszer külzeltetik y szerint, a 
fenebbi 3) alatti egyenletek harmadika pedig kétszer külzel­
tetik x szerint, és a nyert eredmények megint kivonatnak 
egymásból, lesz Q eltávolítva, s áll:
d*A d*B d(1C
dy- dxdy ' dx'1 ’
s ez azon nevezetes feltételező egyenlet, melynek állnia kell, 
hogy az 1) alatti külzeléki kifejezés teljes külzeléke legyen 
a 2) alatti külzeléki kifejezésnek.
Hogy már most az 1) alatti külzeléki függvénynek 
egészletét lehessen nyerni, e következő eljárás lesz követen­
dő : A 3) alatti egyenletek elseje egészeltessék x szerint, ak­
kor P-re nézve e következő egyenletet fogjuk kapni :
5) P = f A d x + Y }
hol Y  állandó y-nak valamely függvénye, mely állandót az 
által találjuk meg, ha ezen egyenletet külzeljük y szerint, 
s lesz :
dP__ PdA dY_
dy j  dy X ' dy
és a 3) alatti egyenletek másodikának segítségével : 
dQ __ CdA. d Y
ezen egyenletet pedig ha y szerint, a 3) alatti egyenletek har- 
madikát pedig x szerint részletesen külzeljük, és az így meg­
nyert eredményeket egymásból kivonjuk, ered :
dB dC _  ^d^A __d*Y
0=Sdy dx J  dy'1 ^  dy* ’
mely egyenlet Y-nak meghatározására szolgál, áll ugyanis : 
d*Y dB dC Cd2 A
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Hogy pedig Y  tisztán csak ^/-nak függvénye legyen , ezen 
utolsó egyenlet x  szerinti külzelékének O-nak kell lenni; mi­
vel pedig ezen egyenlet jobb részének x szerinti külzeléke ez :
d*B d*C _ d*A
dxdy dx2 dy2 ’
látjuk, hogy ez a 4) alatti egyenlet szerint valóban = 0 . F-nak 
értéke így meglevén, az 5) alatti egyenletből P  függvény 
ismeretessé válik, Q függvényre nézve pedig áll :
7) d Q = § d X+ ^ d y ,
mely kifejezés szintén teljesen ismeretes, minthogy áll :
8)
dQ
dx
dY
d y 7
és a 3) alatti egyenletek utolsója szerint :
dQ
dy = C ;
s így ebből mind azon szabályokat látjuk, melyek szerint 
egy másodfokú külzeléki függvény egészelhetö azon esetre, 
ha az valamely vonalos külzeléki függvénynek teljes kül­
zeléke.
Hasonló módon kell eljárni azon esetre is, ha az adott 
külzeléki függvény harmadfokú, melynek általános jelképe ez : 
Adx^-^Bdx-dy-^-Cdxdy^-^Ddy3, 
melyben az A, B, C és D tényezők megint mind x-nek mind 
y -nak függvényei, ennek egészelése pedig nyilván abban áll, 
hogy aÚ egy másodfokú külzeléki függvényre visszaveze­
tendő , minthogy csak egy olyannak külzeléséből eredhet. 
Ezen másodfokú függvénynek pedig e következő alakja van: 
Pdx'1-\-Qdxdy-\-Rdy'1]
ezen függvénynek x és y szerinti külzeléséből, és a kijövő 
eredménynek összehasonlításából, a fen adott külzeléki függ­
vénynyel, e következő feltételező egyenleteket fogjuk nyerni:
dP
dx = A .
dP .l ÍQ— r
dy dx ’
dQ. dR_
dy ~  dx ’ es
dR
d y ' --D,
melyeket szintén, részletes külzelések által egybe lehet vonni, 
s ezen egy feltételező egyenlet lesz :
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d3A d3B d3C d3D_
'2dy3 dy-dx dydx2 dx3
melynek állnia kell, hogy az adott külzeléki függvény, teljes 
külzeléke legyen valamely másod fokú külzeléki függvénynek. 
Egészlete pedig szintúgy találtatik meg, mint az előbbi esetben. 
Felvilágosításul e következő példát hozzuk elő :
(Példa.) Az egészelendő függvény legyen : 
dx'l-\-(x^-\-yi)dxdy-]-dyi,
melyet az 1) alatti függvénynyel összehasonlítván, ezt ta­
láljuk :
A=z1, i?=a?2-j-y2 és (7=1,
mely értékek a 4) alatti feltételező egyenletnek megfelelnek ; 
áll ugyanis :
d2A _ () cPB  , d(1C
dy2 ’ dxdy ’ °S
ez tehát valamely vonalos külzeléki függvénynek teljes kül­
zeléke. Továbbá az 5) alatti egyenlet szerint áll :
dx1 ^
hogy pedig a 6) alatti egyenlet is teljesüljön, áll nyilván :
dB dC , . . . d*A
- = 2V> —„ = °>  e s  m i v e l :  j -  - 0 ,dy “t}} dx 
lesz : ^-^—^dx=i0, s így kapjuk :
d*Y
minek egészelése által nyerjük :
dy*
d*Y dY
d y = 2ydy, tehát — = y 2-fa , miből; 
dY—y^dy-^-ady, következőleg
Y = f+ a il+ i ,
hol a és b a két egészelésnek tetszésszerinti állandói. A 8.) 
alatti egyenletet használván, kapjuk : 
dQ
dx = s e 2-]-? /2—y '1— a = c c 3—a,
, dQes -=-=1, dy
mind ezeknek folytán a 7) alatti egyenletből ered:
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dQ—x^dx — adx-\-dy, következőleg
a:3
Q= 3--- ax-\-y-\- c ,
hol c az egészelésnek állandója, áll tehát még : 
P=Jt-\-ay-{-x-\-b,
s mind ezeket összeszedvén, a Pdx~\-Qdy kifejezés ebbe 
megy át :
^ + ( 3—  a x+ y+ c^d y  ,
mely azon vonalos külzeléki kifejezés, melynek új külzelése 
által a fen adott másod fokú külzeléki függvényt fogjuk 
nyerni.
NEGYEDIK FEJEZET.
A KÜLZELÉKI EGYENLETEK EGÉSZELÉSE.
61.) (Bevezetés.) Külzeléki egyenletek alatt általánosan 
véve olyféle egyenleteket kell érteni, melyekben bizonyos 
17, q . . . . más x, y, z . . . . változóktól függő változó meny- 
nyiségek s azoknak különféle külzeléki hányadosai fordulnak
elő. Itt tehát a £, rj, q ........... függő, az x, y, z ..............pedig
független változóknak tekintendők, s így egy külzeléki egyen­
letnek legáltalánosabb alakja ez volna :
( > 0,t dr\ d% d^  2 .......  ’ ^ .......d x ’ d x } d y .........dx2 ’
miből egyszersmind azt is látjuk, hogy minden külzeléki 
egyenletben legalább két változónak elő kell fordúlnia, még 
pedig úgy, hogy ha x és y ezen két változó, y mindig se-nek 
függvénye legyen.
Egy neme ezen egyenleteknek részlet-külzeléki egyen­
leteknek is neveztetnek (partielle differential Gleichungen), 
ha bennök, több változó szerint vett részlet-külzeléki hánya­
dosok fordúlnak elő, mely esetben a legmagasb rendű külze­
léki hányados, az egyenlet rendjét határozza meg. Végre vo­
natosnak neveztetik a külzeléki egyenlet azon esetre, ha a 
kérdéses egyenlet, a függő változók s azoknak külzeléki há­
nyadosai szerint elrendeztetvén, az előkerülő tagokban a függő 
változók csak az első vagy semmi hatványon fordúlnak 
elő, a külzeléki hányadosok bármely rendűek lehetvén. Azon 
feltét alatt tehát, hogy a külzeléki egyenlet csak két azaz x 
és y változóval bír, egy n-dik rendű vonatos külzeléki egyen­
letnek általános alakja ez lesz :
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d*-hj da~2yJ n - 1 ? 
“ i+ X n_2- . X ^ l + X0y=F(x),nc?ícn_^  a~1dxll~1~r ^ a idxn~~2
hol Xu , Xu_i , Xa—2 ......... X0 valamint F(x) szinte cc-nek
valamely függvényei, melyekben tehát semmi y nem fordúl 
elő. Könnyű azonban belátni, hogy az épen bemutatott vona- 
los külzeléki egyenletnek alakja még így is állítható elő :
melyben tehát A t , , A3 , ......... A n valamint X  is as-nek
függvényei, de állandó menyiségek is lehetnek.
A külzeléki egyenletek eredetét illetőleg, már a külzeléki 
hánylat 24)-dik száma alatt megmutattuk, hogy ha f ( x }y)-=:a 
függvényből az állandó a mennyiséget ki akarjuk küszöbölni, 
ez csak ezen egyenlet külzelése által történhető, az által 
pedig mindig egy első rendű külzeléki egyenlet nyeretik. 
Hasonlóképen ha f(x,y,a)z=z0 egyenletből az állandó a meny- 
nyiséget ki akarnók küszöbölni, akkor ahhoz már két egyen­
let lesz szükséges, még pedig maga az adott egyenlet, s ennek 
első külzeléki hányadosa, melyek egyikéből az a állándót ki­
keresvén, és a másikba helyettesítvén, e következő alakú 
első rendű külzeléki egyenletet fogjuk kapni :
F(x,y,y')=0,
dvhol í/'rrr— az első külzeléki hányados. Ha végre e követke­
ző egyenlet adatnék :
f(x,y,a,b)=0,
melyben, mint látjuk, két, a és b állandó fordúl elő, akkor ezek­
nek kiküszöbölésére, már egy külzelés nem lesz elégséges, 
hanem itt kétszeri egymásutáni külzelés lesz szükséges, 
mi által három egyenletet fogunk nyerni, melyek elégségesek 
a és b állandók eltávolítására, az által pedig e következő má­
sod rendű külzeléki egyenletre fogunk jutni :
hol a második külzeléki hányados, mely miatt maga
az egyenlet is másod rendűnek neveztetik. Az eddig mondot­
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takból világosan következik, hogy ha az adott függvényben n 
állandó fordulna elő, ezek kiküszöbölésére (n-f-1) egyenlet is 
kivántatnék, melyek az adott függvény n-szeres egymásutáni 
külzelése által nyeretnek, s így ha általánosan véve, e követ­
kező függvény adatnék :
F(x,y)a,ai,a<1,a3 ............o „)= 0 ,
hol tehát a, ctlf aa, a3 .......................an az n állandó meny-
nyiség, akkor ennek n-szeres külzelése, és ezen állandók ki­
küszöbölése által, e következő n-dik rendű külzeléki egyen­
letre fogunk jutni :
F(x>y>y'>y'',y'">..............y(n))= °>
cl** Vhol az n-dik külzeléki hányados.
Azon külzeléki egyenletek egészelésének, melyekben 
csak két, x és y változó, s azoknak első y ' lehozatja fordul 
elő, czélja abban áll, hogy egy olyféle x  és y közötti egyenlet 
fedeztessék fel, mely által az x és y változók egymástóli füg­
gése kellőleg terjesztessék elő, függetlenül az y‘ hányadostól. 
Ha tehát az adott egyenletben csak az első külzeléki hánya­
dos fordul elő, az egyenlet tehát csak első rendű, akkor ennek 
egészelése végett csak egy egészelés lesz szükséges. De már két­
szeres egymásutáni egészelés lesz szükséges, mihelyt az adott 
egyenletben az x és y közötti második külzeléki hányados kerül 
elő, s így általánosan véve, ha az adott külzeléki egyenletben 
a legmagasabb volna az n-dik külzeléki hányados, akkor a 
fen említett x és y közötti egyenlet megtalálására, n-szeres 
egymásutáni egészelés is volna szükséges, s mivel minden 
egyes egészelésnek egy állandó felel meg, az n-szeres egymás­
utáni egészelésnek megfelelő eredményben n állandó mennyi­
ség fog találtatni, mint az a külzeléki egyenlet képezéséből is 
világosan következik.
62.) (A vonalos első rendű külzeléki egyenletek egó- 
szelése.) Az előrebocsátott értelmezés szerint, egy első ren­
dű és első fokú külzeléki egyenletnek általános alakja ez :
1) X ^dx^rX{>y==F^ i
melyben Xu X0 és F(x) tisztán csak x-nek függvényei. Ezen
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egyenlet pedig, teljes első rendű külzeléki egyenletnek mon­
datik, míg
2) Z , £ + i # = 0
megrövidített első rendit külzeléki egyenletnek nevezendő, hol 
ezen két egyenlet közötti különbség világos.t
Általánosabban egy első rendű és első fokú külzeléki 
egyenlet e kővetkező alakban terjeszthető elő :
3) f > + 0 * =  0,
melyben P és Q ^tényezők mind cc-nek mind y-nak függvé­
nyei, ez tehát még így is irható :
4) Pdx-\-Qdyz=0;
ezen egyenlet könnyen lenne egészeikétől mihelyt az a félté*
. „ dP dQtelező —  =  —  egyenletnek megfelelne; de miután mi azt
itt fel nem teszszük, ezen egyenletnek egészelése nyilván 
csak attól függ, hogy a benne előforduló x és y változók 
egymástól elválasztassanak, mert ennek megtörténtével, e 
következő alakú egyenletre fogunk jutni :
X dx+ Y dy= 0,
hol X  tisztán csak cc-nek , Y  pedig tisztán csak y-nak függvé­
nye, s így ennek egészelése könnyű, minthogy áll : 
fX d x + f Y d y = A  ,
melyben A az egészelésnek tetszésszerinti állandója. Ezen 
szétválasztás azonban sok esetben, nagy nehézségekkel van 
összekötve , mivel erre nézve semmi általános szabályok nem 
léteznek, sok esetben pedig a szétválasztás könnyű, mint azt 
a következő példákból fogjuk látni :
(1-sö Példa.) Adva van :
ydx—xdy=. 0,
itt, mint látjuk a szétválasztás könnyű, minthogy, ha ezen 
egyenlet mind két részét xy-nal elosztjuk, nyerni fogjuk 
dx dy
y
= 0 ,  tehát: ^  — ^ = C ,  avagy: 
logx—logyzzzC, és rövidebben :
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logX-= C ,y
mely egyenlet már a keresett x és y közötti viszonyt terjeszti 
elő, és az adott külzeléki egyenlet egészletének tekinthető.
(2-dik Példa.) Legyen adva e következő külzeléki 
egyenlet :
d-jLX-y + b = 0 -,
akkor egészletének meghatározására áll :
dy _ _ y — h
dx x ’
és ha x és y Összrendezőket jelentenek, ezen egyenlet nyilván 
azon egyenes vonalhoz tartozandik, mely a metszéki tengelyt
ctvoly szög alatt metszi, melynek érintője = - ^ - = a , mit az 
utolsó egyenletbe helyettesítvén, nyerni fogjuk :
, miből : y=iax-\-b,
s ez az adott külzeléki egyenletnek egészlete, mivel ez által, az 
említett külzeléki egyenlet azonossá válik, továbbá a tetszés­
szerinti a állandót tartalmazza magában, mely az adott egyen­
letben nem foglaltatik, s ennek változtatása által azon részletes 
egészleteket fogjuk kapni (particulaere Integrale), melyek 
által az egyenesek egy egész rendszere terjesztetik elő, me­
lyek mind b távolságban metszik egymást a kezdő ponttól 
számítva, de különféle szögöket képeznek a metszéki ten­
gellyel.
(3-dik Példa.) Legyen az egészelendö külzeléki egyen­
let ez :
&  = 2 x + a , avagy : ^  —a—2x—0,
miből azonnal nyerjük : dy—adx—2xdx= 0, következőleg 
y—ax—cc2—6 = 0 ,
hol b megint a tetszésszerinti állandó. Ha itt is a? és y össz­
rendezőket jelentenek, akkor ezen egyenlet nyilván azonhaj- 
talékhoz tartozik, melynek főtengelye az y-nok tengelyéhez
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párhuzamosan és —- távolságban fekszik , mint ezt ezenLi
egyenletnek x szerinti feloldásából lehet látni.
(4-dik Példa.) Legyen egészelendö e következő első 
rendű külzeléki egyenlet :
5) dy-\-Pydx-\~Qdx=:0;
ez egyenletben y csak az első hatványon fordúl elő , P  pedig 
és Q tisztán csak sc-nek függvényei, mivel ezen egyenletet 
így is szabad írni :
^ + Q + P y = 0,
s ez az előbbi 1) alatti egyenlettel, teljesen megegyezik. Ezen 
vonalos első rendű külzeléki egyenlet egészelése végett té­
tessék :
y—X t, tehát dy=Xdt-\-tdX,
hol X  cc-nek határozatlan függvényét, t pedig egy új válto­
zót jelent, ennek helyettesítése az adott egyenletben ezt adja : 
tdX—j— Xdt—|— PtXdx— Qdx^zO j
mivel pedig X , mint fen említtetett, a?-nek határozatlan függvé­
nye, szabad lesz azt úgy választani, hogy külön-külön álljon :
1) tdX-\-Qdx=z 0, és
2) Xdt-\-PtXdx—0,
minek folytán az utolsó egyenletből nyerjük :
—Pdx, tehát : logt==—
és ha e a természetes logarithmusok alapszáma, lesz :
3) t= é fpáK,
ezen érték pedig a fenebbi 1) alatti egyenletbe tétetvén, ered: 
dXe~~/Pdx= —Qdx: miből :
dX——Qefvá*.dx tehát 4) X= —^ dx.Qefpd*-\-C,
és ha most t és X-nek megtalált értékei az y= X t egyenlet­
ben helyettesíttetnek, nyerni fogjuk :
i/=e~ /pdx£  —
mely általános kifejezés már az adott külzeléki egyenlet egész- 
leiének tekintendő, minthogy nyilván a keresett a? és y közötti
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viszonyt terjeszti elő. Ezen általános minta segítségével e kö­
vetkező különleges eseteket lehet megfejteni.
(1-ször.) Adva van e következő egyenlet : 
dy-\-xy dx-\-a xdx~0,
mely egyenletet az előbbi általános egyenlettel összehason­
lítván; áll : P— x  és Q=zax, következőleg
Í C x 1 _í!Pdx-= I xdx= ~  , s így : t=e  2 :
ezeknek folytán találjuk :
= - f
axdx.e ==—aCxdx.e ,
minek egészelése végett tétessék : — ~ z ,  s lesz : xdx= dz}u
tehát :
- ah °
-ae
s ennek következtében áll :
- -  — —— 
y = e  2 ^ —ae + ^ ) = —a-\-Ce 2 t
mint az adott külzeléki egyenlet keresett egészlete.
(2-szor.) Legyen meghatározandó ezen egyenletnek 
egészlete
dy-\-ydx—x*dx— 0;
lesz nyilván :
P =  1, és Q = —a?2, következőleg
továbbá : X =  1 x qdx.e%,I P d x= ^d x= x,
mely utolsó egészlet egy ismert képlet szerint tárgyaltatván, 
lesz :
^ = e^ - 2 * + 2 ) = X ,
s mind ezeknek folytán :
y=e~*(x'1—2x-\-2)ex-\-Ce~x, 
avagy rövidebben :
y = x n-—2x-\-2-\-Ce~*, 
mint az adott külzeléki egyenlet egészlete.
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(3-szor.) Legyen adva e következő egyenlet :
dlA
xydx adx
5 = 0 ,1 — x • 1 —X'*
ennek összehasonlítása az általános egyenlettel, adja :
P -. és Q—  - 1—xc‘1—x - ’
miből azonnal kapjuk :
ennek folytán áll szintén :
/edx !
=: e —■ - > —— , e
V  l —x n-
s mind ezeknek helyettesítése által nyerjük :
, = V T ^ ( aj _ ^ _ + C ) :
mivel továbbá könnyű belátni, hogy áll :
Í* dx _ ax(i x-)\ y i —x °. ’ 
a kellő rövidítés megtörténte után lesz :
f f o
K>,
y — ctx -fC K l —x',
s ez az adott külzeléki egyenlet egészlete.
(4-szer.) Hasonló módon kell eljárni e következő álta­
lános egyenlettel is :
yn~ 1dy-\- Pyndx-\-Qdxz=z(),
melyben P és Q megint csak ce-nek függvényei. Ezen egyen­
let könnyen visszavezethető az előbbi egyenlet alakjára, té­
vén t. \. ip— z, lesz : ny"~ldy=zdz, avagy : yn~1dy—(^ -, s 
ennek folytán az adott egyenlet e következő alakba megy á t : 
—-j- Pzdx~\~ Qdx—0,
mely minthogy a fenebbi általános egyenlettel azonos, egésze 
lése szinte ugyanazon szabályok szerint véghez vihető. 
(5-ször.) Az adott külzeléki egyenlet legyen : 
dy—ydx — e*dx=: 0,
akkor ezt a fenebbi 5) alatti egyenlettel összehasonlítván, á ll,
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—1, Q— —ex, következőleg  ^Pdx——-  ^d x = —x , 
s ennek folytán :
?/=ex^ j  ote-)-C'^=ex(cc-}-6<).
Hasonló módon találjuk meg e következő egyenlet egészletét is: 
dy-\-ydx —exd x = 0,
melyre nézve áll :
y= l* x+ C e-\
Ha pedig a külzeléki egyenlet e következő alakban for­
dulna elő :
dy-\-ydxf(x)=0,
mely az előbbi 2) alatti egyenlettel ugyanaz, akkor ezt egé­
szelése végett y-nal elosztván; áll :
—-j-dxf(x')—du, tehát •' 
l°gy-\~  ^dxf(x)—u , avagy :
/ f ( x )d x  f
logy-\-loge —u, - mit így is írhatni :
^yv(x)dx
u—logy.e
minthogy az adott kifejezés - szorzóval szoroztatván egéazel-
hetövé vált. fia például adatnék :
dy-\-yx'idx=0, lesz :
— -\-x‘2dx~0, tehát : logy-\~—— ö) miből :y  á
í?
y— Ae 3,
hol A a tetszésszerinti állandó, melynek változtatásától, füg­
genek a részlet-egészletek értékei.
Végre helyettesítés által, e következő egyenletet le­
het egészelni :
d y A r fQ ~ ^ )d x — 0 ;
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y
mert ha itt az helyettesítés vitetik véghez, mely esetben
lesz: yz=ixz, következőleg dy—xdz-\-zdx, akkor az adott 
egyenlet ebbe megy át :
xlz-\-zdx-\-f(z)dx— 0, avagy : 
xdz-\-dx(z-\-f(z))—0, miből : 
dx , dz :0, tehát : logx-\- f - q % -y = c - J  *+/(*)x z+ f(z )
Lássuk e következő példák megfejtését :
(1-ső Példa.) Az egészülendő egyenlet legyen ez
xy(ly+ __ d-Ay) 0
a2 7
akkor ezt még így is szabad írni :
y(xdy-\-ydx)_  d.f(y) 
a?2?/2-f-a4 a2 7 
mivel pedig : xdy-\-ydx~d.(xy), áll még : 
y.d.jxy) __ dj{y>} 
x^y--|-a4 a2 ;
ide pedig xy—az tétetvén, lesz d.(xy)z=adz, és x.
?
miknek helyettesítéséből ered : 
adz df(y) f  df(y)
* + ? = — ’ aVagy y \y
avagy y
y
adz 
a'—[—z' miből :
C d-f(y) ■ 23 * 7 — “rctg.-=C-,
a még hátra levő egészlet, minthogy f(y)  tisztán i/-nak függ­
vénye, ha f(y) adatik, könnyen egészülhető.
(2-dik Példa.) Adva van e következő egyenlet : 
a3dxbydx---- — —aydy, avagy :
yibdx—ady)—0^ - ,
ebben pedig teendő : bx—ay— az , minthogy (bdx—ady)=  
d.(bx—ay), s á ll: bdx—ady—adz) miből :
dy- bdx—adz tehát y ~
bx—c
s ennek folytán :
16*
2 4 4 FELSŐBB MENNYISÉGTAN.
bxdz — azdz—a3dx
,dsitt továbbá teendő : zdz-=a<l— , s lesz :s
'!i+  * á £ + £ ^
V s x S  V sx s
d(xs)
bxdi. avagy
bxdz—a3.- xs
yégre xs— v tétetvén, lesz : x —-: s ered :
dubvdz dv bdz-----= a 3.— , avagy ----—aö.—^ ;
8 V ’ S U 2 ’
mivel pedig s változó 2-nek függvénye, mint a fenebbi 
egyenletből látható, a változók itt el választottaknak tekinten­
dők, s így az egészelés lehetséges.
63.) (Az egészelö szorzónak felfedezése.) Minthogy 
két változóval bíró külzelékí egyenletek mindig e következő 
alakban fordulnak elő :
1). Pdx-\~Qdy—0 ,
ennek egészelésénél szükségképen két eset állhat be : ez t. i. 
vagy két változóval bíró függvénynek teljes kíilzeiéke, s ez
esetben a feltételezi dP dQ egvenletnek te el meg dy dx oJ "
az elörebocsálott szabályok szerint lesz egészelhető ; vagy pe­
dig valamely két változóval bíró függvénynek nem teljes 
kíilzeiéke ez, mely esetben a fen előhozott feltételező 
egyenletnek sem felel meg, és mint tiszta külzeléki egyenlet 
lesz egészelendő. Itt pedig nem gyéren azon eset fordul elő, 
hogy ámbár az adott külzeléki egyenlet valamely függvény­
nek nem teljes külzeleke, létezik mind a mellett egy olyfélc 
szorzó, melylyel az adott egyenlet szoroztatván, teljes kdíze­
lé k k ti válik, s így az ismert szabályok szerint egészelhető, és a 
dolog úgy tekinthető, mintha ezen szorzó, az adott függvény 
kiilzelésénél valami módon elveszett volna. Hogy az eddig 
mondottakat annál jobban meg lehessen érteni, az adott és kiil- 
zelendő függvény legyen :
y
x
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akkor teljes külzelékc lesz :
xdy—ydx
= 0 ,
s ez nyilván teljes külzelék; de mivel ezen egyenlet még így 
Í3 irható :
xdy—y d x = 0 ,
ez már teljes külzelék nem lesz , minek oka nyilván abban 
áll; hogy az ~  szorzó eltűnt; mihelyt azonban az utolsó egyen­
let ezen szorzóval szoroztaíik , azonnal teljes külzelékké vá­
lik, és könnyen egészelhetö. Még világosabbá válik a dolog, 
ha az adott egyenletet így Írjuk :
y—ax—  0, miből : dy—adx— 0, 
mely kifejezés nyilván teljes külzelék ; de mihelyt belőle az 
állandó a szorzót kiküszöböljük, nyerni fogjuk : 
ydx—xdy—0,
s ez már nem teljes külzelék, valamint az előbbi sem-
Az eddig mondottakból következik , hogy ha az adott 
és két változóval bíró függvényben egy állandó szorzó fordul 
elő, és ezen szorzót az adott függvény s ennek első külzeléki 
hányadosa között kiküszöböljük , akkor az így eredő külzc 
léki egyenlet már nem lesz teljes külzeléke valamely függ­
vénynek. Még e következő példa ennek felvilágosítására 
szolgálhat :
Az adott függvény : y'1— 2«(cc-J-y)=0, 
ha ezt külzeljük, nyerni fogjuk :
ydy—a(dx-{-dy)=0;
mivel pedig az adott egyenletből kapjuk :
a==W%+y)'
ennek helyettesítése az utolsó egyenletben adja : 
y'^dx-j-dy)_
avagy rövidebben :
2) ($x-\“y)dy—ydx—0,
mely kifejezés már nem teljes külzeléke valamely függvény-
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nek ; ha azonban a fen talált cc- y j
2(*-H0
e következő eredményre fogunk jutni :
y
. egyenletet külzeljük.
0=[(2s»-J-y)dy—ydx\
2(H-*/)’
mely kifejezés már teljes külzelék, miről az ismert feltételező 
egyenlet segítségével meg lehet győződni; az utolsó kifeje-
yzésből tehát látjuk, hogy az úgynevezett egészelő
2 OH-*/)
szorzó, minthogy ha vele a fenebbi 2) egyenletet szorozzuk, 
az nyilván egészelhetővé válik.
Meglévén így ezen tárgyról a kellő fogalom , csak az 
van még hátra, megmutatni, vájjon ezen egészelő szorzó min­
den előforduló esetben meghatározható-e vagy nem, és ha le­
hetséges azt meghatározni, mi módon kell e tárgyban el­
járni? Legyen e végre e következő általános egyenlet adva: 
Pdx-\-Qdy=l0,
melyről felteszszük, hogy nem teljes külzelék , de olyanra 
átváltoztatható, mihelyt azt bizonyos y szorzóval szoroz­
zuk ; akkor
yPdx-\-yQdy=0 kifejezés
már teljes külzeléke lesz valamely függvénynek, ha pedig az, 
akkor /iP és yQ az x és y szerinti első külzeléki hányadosok 
lesznek s ezen egyenletnek kell állnia :
d.(yP)_d.(fiQ')
dy dx ’
és ha az itt kijelentett külzelés valóban véghez vitetik * 
lesz :
Pdy . dP
dy dy '
dQ
dx ^dx
s miután y szorzó kerestetik, áll szintén :
*)■ 4 ' - ° = + " ( ¥ : £ > = ”•
Ha már most lehetséges volna , y szorzót ezen egyenletből 
minden esetre nézve meghatározni, akkor minden első rendű 
és első fokú külzeléki egyenletet, teljes külzelékre átváltoz­
tatni lehetséges volna , s így annak egészelése semmi nehéz­
séggel sem járna. Mivel azonban az sok esetben nem csak
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nehéz, hanem sokszor lehetetlen, különösen pedig, ha y szorzó 
mindkét változótól függ: azért a fenebbi képletnek hasznát 
venni csak könnyebb esetekben lehetséges, mely esetek 
akkor állnak be , ha y szorzó csak egy változótól, például 
cr-től függ, mert akkor jw-nek y szerinti külzeléke lesz elenyé­
sző, és a fenebbi 3) egyenlet ebbe megy át :
) íiböl
miből továbbá következik az is, hogy dx-nek szorzója tisztán 
csak x függvényének tekintendő, s így szabad tenni 
'd P _ d Q  
Q \d y  dx4 )
— — Xdx , és logy—  ^X dx , 
s így az ismert eljárás szerint :
ÍX ds
hol e a természetes logarithmusok alapszáma. Ha pedig y szor­
zó csak y nak függvénye volna, akkor p-nek x szerinti kül­
zeléke lesz elenyésző, és a fenebbi 3 ) egyenlet így állna : 
p d f ( d ß _ d p <  miböl: 
dy Vacc dy S
dy dy f  dQ d P \
y P \ d x  dy s  ’
s mivel dy-nak tényezője tisztán csak y-nak függvénye , sza~ 
bad lesz tenni :
K s ~ s ) = r ’ következőleg
Tdy,
P
és * * ,= $ « % ,,
Példa gyanánt tekintessék e következő egyenlet : 
xdy—ydx—0 ; áll : Q =x  és P— —y , következőleg ‘
d Q ___j
dx
és dPdy
a fenebbi 4) egyenlet szerint tehát nyerni fogjuk :
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X — —, s ennek folytán :
log\x= _ 2 f ^ -\-logC, avagy :
c clogg— —logx'1 \dogC—log , tehát ,
s valóban, ha a fen adott kiilzeléki egyenletet ezen szorzóval 
szorozzuk, nyerni fogjuk : 3 ez? mint tudjuk,
Vmár C - függvénynek teljes kiilzeléke.
Legyen adva továbbá még e következő egyenlet : 
d x (<a dx-\-2bydy) V l- \-  cc'4= 0  ,
melyben áll :
, és Q=2by\r 1 -}—ae -, miből:
dP  ^ , dQ 2bxii— , következőlegdy = 0 es
y ______1 dQ___
K 1 íc-
l- \ -x n-*
s ennek folytán nyerjük :
logg= — ( * =  — logV\ \  x* —log1 -j-a?5
1végre g —
V 1-j-ar
letet szorozzuk, lesz :
dx
, mely kifejezéssel ha a fen adott egyen-
--\~adx-\-2bydy—0,
s ez már teljes külzelék egészlete nyilván ez : 
ax-\-by--\-log(x-\^ V \ -j-cc2) = C, 
hol C a tetszésszerinti állandó.
Nem lesz felesleges, még egy pár olyféle esetet előhozni, 
melyekben g szorzó mind x- mind ymák függvénye; az álta­
lános egyenletet így írván :
g(Pd x-\-Qdy)—du ,
azon feltét alatt t. i. hogy ezen egyenlet bal része u függvény­
nek íeljes külzclékc, akkor cV>böl ered :
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* ‘= 0 ,
g
mely egyenlet áll, akár du=0, tehát «=(7, akár 0. Pél­
dául vegyük fel :
xdy—ydx—0 , avagy :
Xy 1 ' )  =xi/.d.(logy—logx)=xy.du, '
miből : - —xy,  tehát /*=— , azaz, hogy az adott külzelék
egészülhető legyen, azt csak — szorzóval kell szorozni, leszxy
tehát :
Vu— logy—logx— C, avagy : ^==(7, mint előbb.
Legyen adva még dyV^x—d x V y —0 egyenlet; ak­
kor ezt így is írhatni :
—r-r—— (dy x—dx V y \= z~ .----— —da, tehát
V x V y  J J V y  V x  \
u—2{Vry—K£c)=C, miből: ~
y={C-]r \ í  x)^,
itt tehát - =  V x  ^ y ,  következőleg gj=z————, mely szor- 
ll V x V y
zóval az adott egyenletet szorozván, az cgészelhetővé válik.
Ha pedig e következő egyenlet lenne egészelendő :
dy—ydxlogy—0,
akkor könnyű belátni, hogy ha ezt y l°gy szorzóval szoroz­
zuk, ez nyilván egészelhetövé válik; íjiinthogy áll :
^ - < * " 2 ® - * , = 0 ,ylogy logy
és ezt valóban egészelvén, lesz :
log.logy—x-\-C, miből :
logy— ex+c=C'.ex.
64.) (Az egynemű külzeléki egyenletek egészelése.)
Egynemű külzeléki egyenleteknek azok neveztetnek, melyek-
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nek minden tagjában, az x és y változók kitevőinek összege 
ugyanaz, így e következő kifejezésben :
x idx-\-xydy-\-yidy=0,
látjuk, hogy x és y változók kitevőinek összege minden tag­
ban = 2 , s ennélfogva ezen külzeléki egyenlet egyneműnek 
tekintendő. Egészelése szintén x  és y változók elválasz­
tásától függ, melyet y—xt helyettesítés által mindig lehet esz­
közölni, ezen helyettesítés t. i. adja :
x'1dx-\-xH(xdt-\-tdx')-\-xlt'1(xdt-\-tdx)—0) 
mely kifejezésben t egy új változót jelent, melynek értéke
Ezen utolsó kifejezés még így is írható :
c?íc(l-j-í2-|-í3)-{-íccZt(í-|-f-)=iO, miből : 
dx . __
mely kifejezésnek könnyű egészelése által kapjuk
§ Í ^ T . = c >
hol Ca tetszésszerinti állandó. Mivel az itt előforduló egész­
let az előbbi szabályok szerint könnyen meghatározható : ha en­
nek megtörténte után t helyébe x és y által kifejezett érték 
helyettesíttetik, az adott egyenletnek teljes egészlete meglesz.
Ugyanazt általánosan véve is meg lehet állapítni, még 
pedig úgy, hogy az adott külzeléki egyenlet ez legyen : 
Pdx-^-Qdy=0,
mely egyenlet egynemű lesz azon esetre, ha x és ?/ nak 
P és Q által jelölt függvényei egyneműek és ugyanazon 
foknak lesznek, mely esetben szabad lesz tenni :
P = í , és Q—xayj
mi által egyenletünk e következőbe megy át :
itt pedig y = x t  tétetvén, lesz dy—xdt-\-tdx, s ennek folytán 
az utolsó egyenlet így áll :
yfydx-^-xpíjfyixdt-^tdx)—®, avagy :
d x + ^ ( x d t+ td x ) = 0 ,
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mivel pedig szabad tenni : áll még :
dx[\-\-tf(t)]-\-xf(t)dt=0, miből : 
dx , f(t)dt 
x :0
és ha f(t) helyébe az eredeti érték visszahelyezíetik, lesz : 
dx , xfj(t)dt 
x ■0 j
logx-{-J'
q p (í) -J -^ ( í)
hol látjuk, hogy a változók már szétválasztvák, s így az egé­
szelés sem jár semmi nehézséggel, áll ugyanis :
xp{t)dt
v(0-Hv<0 ’
s ez az adott egyenletnek általános egészlete, melyet teljesen 
meg lehet határozni, mihelyt cp(t) és tp{t) függvények helyébe 
határozott kifejezések tétetnek ; az egészelés megtörténte után, 
megint t helyébe x és ?/-ban kifejezett érték helyettesíthető* 
Lássuk e következő példák tárgyalását :
(1-ső Példa.) Az adott egyenlet e következő : 
( x - 2 y ) d x - \ - y d y = 0 ,
melyben y —tx tétetvén, lesz dy=xdt-\-tdx, s áll :
(x—2tx)dx-\-xt(xdt-\-tdx)—0 , avagy : 
dx(l—2t-\-t-)-\-xtdt-=0, miből : 
dx , tdt _A
1 T M —
hol a változók már elválasztvák, egészelvén tehát lesz :
tdtlogx-\-
-2t-\-t*
hol A az egészelésnek tetszésszerinti állandója. További el 
járás végett, áll :
Í td t__ __ r1-21+«* “ 3 tdt-2t t*
mivel pedig tudjuk, hogy áll : 
t 1
(1—
(í—ty1 rí— t y
ennek helyettesítése adja :
dl
1— t ’
* tdt |:  dt r
! ( i - 0 I d - o 2 3 1 — t 1—t
-log(l—t) ,
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s így áll e következő egyenlet :
logx-\- t)= A ,
Vés ha t helyébe -  érték visszahelyeztetik, lesz :
logx- ^ + U g^ l = A ,x—y x
mit ekkép is lehet írni :
qr> 7*
— A -tog(?-y)= A >  raiböl : log(x~y)= A — ——,Jb U iL> ' (f
és ha e a természetes logarithmusok alapszáma, lesz még :
\ X X 
x ~ y ~ e  ,e x~y, avagy : x—yz=A‘e x-y,
mint az adott külzeléki egyenlet általános egészlcte.
(2-dik Példa.) Legyen az adott külzeléki egyenlet ez:
(x--\-xy—2y<1)dx-\-(y-—3cc2)ch/—0 ,
melyben a fen említett helyettesítés véghezvitetvén , a kellő
összevonás megtörténte után nyerni fogjuk :
dx . (tq—3)dt __ (
~x í3—2í2—2t-\-1'
miből egészelés által kapjuk :
=0,
logx-j- C (t*-3)dt) _  J  t3-2t°— r '- 2 í + l '
Hogy az itt előforduló egészlet meghatároztassék, azt kell 
megjegyeznünk, hogy ezen kifejezés nevezője (<-|-l) szorzót 
foglalja magában, melylyel ha az osztás véghez vitetik, 
(£2—3í-}~l) másodfokú szorzót fogunk nyerni, s így áll még : 
f  (í2_ 3 )dt C (t*— 3)dt
j  í3 _ 2r—  2 t+ \~  J  (<-} 1) (< » -3 * + l);
mivel pedig könnyű belátni, hogy áll :
ty»X'
í2—3
í8—2ía^2í4-"l:
7—1^5
3—1^5 
1 2 
_2
5(<-M)_
7 + ^ 5
)
+
áll szintén :
5(2í—3— V  5) 5(2*5—34- V  5)
mely egyenletet dl-ve 1 szorozván és egészelvén, nyerjük
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loyx—log(t-\-V l-\-t'i)-=./oyA ,
minthogy könnyű belátni, hogy az állandónak itt szintén lo- 
gariihmusnak kell lenni. Ha pedig még t helyébe is az ere­
deti értéket helyettesítjük, nyerni fogjuk :
x
az adott külzeléki egyenletnek í-ben kifejezett egészlete te­
hát lesz :
hol A a tetszésszerinti állandó. E kifejezésben ha t helyébe 
x és V ban kifeiezett érték tétetik, ered :
mely egyenlet végre még így is terjeszthető elő :
s ez az adott egyenlet teljes egészletének tekintendő.
(3-ik Példa.) Legyen egészülendő e következő egyenlet:
ebben ha y helyébe a fen említett érték tétetik, ered :
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logx*—log(y-\-lSx *-\-yz)z=logA, 
mit így is írhatni :
a?2log-
y+ V xP + y*
s ennek folytán áll szintén :
oc2
— logA ,
= A ,y~\~V~ x^-^-y-
itt pedig a végszerütlenséget a nevezőből eltüntetvén , nyerni 
fogjuk :
—y - \-^  x<1-\-y(l— A , avagy: Vrx (1’\-y'l—A-\-y, 
miből : x-—2Cy=C(1 ,
s ez az adott külzeléki egyenlet teljes egészlete.
(4-dik Példa.) Legyen adva általánosan :
(ax-\- by)dx-\-(cx-\-Jcy)dy~ 0 ;
minthogy ez is egynemű külzeléki egyenlet, y— xt helyettesí­
tés adja :
xdx(a-j-bt-\-ct-\-Jct<i)-\-x,1dt(c-\-kt)— Q) avagy : 
dx . dt(c-\-ki) _(
x
minek egészlete lesz : 
logx-\-
ci—f-(ó—)— c)í-}■■fct~ :0,
í dt(c—áí)a,-j— (b —j— c) t —k t2 
a még hátra levő egészlet meghatározására, tétessék : 
o. —J— ( b —|—c ) t—j— k t2 0,
nyerni fogjuk ebből
t= ~ n S ±  4 v/'( í+ c)a- 4^ i
tf-nek ezen két értékét, ha « és /3-val jelöljük, lesz t—n és <=/?, 
tehát t—« = 0  és t—ß—0 azon két egyszerű szorzó, melyek­
re a kérdéses egészlet nevezője bontható; s most írhatjuk : 
C“j—let c—J—let A , B
(ó-|— c)t—}— let" (t—«)(í—/3) t—ci t—ß
miből könnyű módon találjuk ezt :
és B:j _c-\-ka L_ D_c-\-kflc i-ß
mind ezeknek folytán tehát áll :
ß - *  ’
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dx , Adt ! B dt_A
~ x ' t—a ' t— ß ~  ’ 
mit egészelvén, kapjuk :
logx-\-Alog(t—a)-\-Blog(t—/9)=C, avagy :
logx-\-Alog-y~ aX -^ \-B lo g ^ ^ = za
Ha már most még az is tekintetbe vétetik, bogy A-\-B—k 
akkor az utolsó egyenlet ebbe megy át :
logx^-^-^-logijj—ax)^~\~log{y—ßx)B=C, 
és ha k— 1, ezen egészletet így is lehet írn i:
(y —ax)x.(g ■— ßx) Ü=.C.
65.) (Az (a-\-mx-\-ny)dx-\-(b-\-px-\-qy)dy=0 egyenlet 
egészelése.) Ezen egyenletnek első megtekintéséből láthatni, 
hogy ez nem egynemű, tehát egynemű egyenletek egészelési 
szabálya szerint sem egészelhetö; lehetséges azonban ezt egy- 
nemüvé átalakítni, még pedig e következő helyettesítés által: 
x=zt-\-u, és y=zu-\-ß, lesz dx— drt és dy=du, 
t és u két új változót jelentvén. Ezeknek helyettesítése a fen 
adott egyenletben, azt e következő alakra hozandja :
{a-\-mt-\-raa-\-nu-\-nß)dt-\-{b-\-pt-\-pn-\~qu-\-qß')du^=z() • 
már pedig könnyű belátni, hogy az a és ß mennyiségek min­
dig úgy választhatók, hogy külön-külön álljon : 
a-\~ma-]^nß~0. és b-\-pa-\-qß— 0, 
mely egyenletek elégségesek « és ß mennyiségek meghatáro­
zására, ugyanis a kiküszöbölési mód szerint találjuk :
bn—aq 
■mq—np ’ és
ap—mb 
mq—np
ha pedig ezen értékekkel bírnak az a és ß mennyiségek , a 
fenebbi egyenlet e következőbe megy át :
(jnt-\-nu)dt-\-('pt-\-qu'du=zO,
mely, mint látjuk, már egynemű, tehát az előbbi szabályok sze­
rint egészelhetö ; az egészelés megtörténte után pedig u és t 
helyébe x és y-ban kifejezett értékek teendők.
Egyetlen egy esetet mégis tekintetbe kell vennünk, mely 
akkor áll be, ha a és /9-nak értékeiben mq—np volna, mi áll- 
ván, mind a mind ß végtelenné válik, ezen értékek tehát nem
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volnának használhatók; azonban ez esetben áll szintén : q ~ — ,m
s ennek folytán :
p x + q y ^ im x + n y ) ,
minek hetyettesítése által, az adott egyenlet ebbe megy át :
adx-\-bdy-\-(m x-^-ny) cőy ^  = 0 ,
melyben a változók szétválasztása, e következő helyettesi 
tés által vitetik véghez :
mx-\-ny=Zf s lesz y = -- mx n J tehát :
d y z
dz mdx
n n
minek helyettesítése által kapjuk :
, dz mbdx, . ,  . f  , . pdz—m pdx\ nadx-\-b--------------b-zf dxA-'-— ---- -----1=0,
n  a  V  m n S
miből kevés összevonás után nyerjük : 
dx | dz(bm+pz) = 0,' amn—m)b-\~(r)in—mp)z 
hol a változók már szétválasztvák, tehát az egészelés is köny- 
nyen véghez vihető. Azon esetre, ha ?nj<=»?p, az utolsó kifeje­
zés ebbe megy át :
6 m i'+ ju d . (ehát = aamn—m^b
hol csak z helyébe x és y-ban kifejezett élték teendő, s meg­
lesz az egészlet, ezen esetre nézve. Példa gyanánt, vegyük 
egészelendőnek e következő egyenletet :
{\-\-2x-\-^y)dx-\-{2-\-^x-\-Ay)dy—0) áll ;
o = l ,  ni= 2, n— 3, ó = 2, p — 3 és q= 4, 
mely értékek folytán kapjuk : « = —2, és /?=1, ha tehát az 
adott egyenletben tétetik : x—t— 2, és y=»-j-l , nyerni 
fogjuk :
( 2 1- j - 3  u) dt-\~ ( 3  t -j -  4  u) d ii= 0 ,
mely egyenlet; az előbbi szám d-dik példájában előhozott 
egyenlettel ugyanaz, és ezen egyenletek összehasonlításából 
következik :
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a=2, b= 3, cz=z3, és A'=4,
továbbá t és íí teendő x és y helyébe, ha tehát itt s így
du=.vdt-\-tdv, akkor ezeknek helyettesítése adja :
dt dv(3+4v) 
í “t_2(l4-3i;-4-2y2) *
s ennek egészelése által
7 . 1 r  dv(3+4v) „
lo</l+ 2 j  iJr 3v+ 2 v1~ C 5
mivel pedig látjuk, hogy (3-j-4e) nem egyéb, mint a nevező 
első külzeléki hányadosa, tévén l-f-3u-f-2ü-=s, lesz : 
dnz=dv( 3-|-4u),
következőleg
1 f  <fo(34-4t>) 1 Cds 17
2 jT + 3 H = 2 Í5 = 2 J 7 = 2 ^ S>
s így nyerni fogjuk :
?°9tJT2% (1 + 3vJt-2v‘1)=l°gC, ítvagy :
tV  l-J-3v-j-2v2=(7,
mivel pedig : <=űc—j—2, és w=?/—1, tehát v .y —1£C—j—2 áll még:
K(a!+ 2 )= + |r 2 /- l) (x + 2 )+ 2 (j '- l)5= a
s ez azon eredeti viszony x és, y között, melynek folytán a 
fölvett külzeléki egyenlet áll.
G6.) (Nem egynemű első rendű és első fokú egyenle­
tek egészelése.) Az egyenletek ezen osztályában csak azo­
kat fogjuk tekintetbe venni, melyeknek egészelése könnyebb, 
ezek pedig azok, melyek csak két tagból állanak, és e követ­
kező általános alakban fordáinak elő :
Auízcdz=zBukz%dv} 
melyből osztás által nyerjük :
Azc ^dz—Bv^~*du, miből A |  zc ő (]z —B  |  uk~*dv=G\ 
avagy :
C— á - f - 1  w k - a + l
A.—— — j—  — B.r----------n[= C ,c—á-|-l k—a-j-1
miből tehát látjuk, hogy ilyféle kéttagú egyenletek egészelése, 
semmi nehézséggel nem jár; de nem úgy áll a dolog, ha az
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adott egyenletben három tag fordul elő, mint azt a következő 
általános alakból lehet látni :
Auazcdz-\-Bv?zkdu =  DuvzyldvJ
hol tehát u függő, z pedig független változónak tekinten­
dő. Mielőtt ezen egyenlet egészeléséről valamit mondani le­
hessen, szükség lesz azt egyszerűbb alakra hozni, mi 
az által elérhető, ha annak mind két részét Au^z^-vel el­
osztjuk ; ezen osztás eredménye lesz :
1) zc~'yd z - u d~ 0zk- y,dii=* I^ u .y- ildv, 
most pedig tétessék :
y C ~  W-j-1 y
C —  1 C Í C - j - l  ’
továbbá
Ő—a 4-1/, i
d—n-j-l ő ~  n-j-1’
i
s lesz : Z = yc- w+l} és U =XŐ
s ezen két érték folytában
ő—a
2k-" '= ! / ' - w+*, és u l ~ a= X > "+ l ,
ezekből pedig nyerjük :
du=  ■ dx
ő—a
X 8—
8--Gí—|—1
miket a fenebbi 1) alatti egyenletben helyettesítvén, lesz :
v— 8
dy , B dx 
c-
k—w 
c — w-f-1"ä I ~  c - w t i___ D  T v a ~^^rlx
A 8—a+YV A{8—a~j-1)
ha pedig itt rövidség okáért tétetik :
B(c—ta-j-l) v B(c—ir-j-l) , k—io—- = o. -TTz------r-^-é=a', e s -------vegreA{8—gí—1) A(8—a-{-1) " ’ " c—w-J-l
yj —,— f i
------ akkor az utolsó egyenlet ebbe megy át :
2) dy-\-byndx—a/xmdxf
ez pedig azon legszerübb alak, melyre három tagból álló, nem 
egynemű külzeléki egyenletek vissza-vezethetők , és ha ezt 
egészeim tudnék, a kérdéses nemű egyenletek egészelése tel­
jesen ki volna merítve; mivel azonban az eddig nem sikerült
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még, itt csak némely különleges eseteket lehet tárgyalni, me­
lyek egyike akkor áll be, ha n=2 , minthogy ez esetben áll :
3) dy-\-by-dx=za'xmd x ,
mely egyenlet Riccati egyenletének neveztetik, mivel Riccati 
tudós volt az első, a ki ezen egyenlet egészelését több esetben 
tanította; ezen esetek legegyszerűbbike az , ha m~0, mely­
ben áll :
dy-\-by'1dx=a'dx, miből 
dx(a'—byn-)—d y , következőleg
dx— — y—  a '-b y «’
mely kiilzelék ismert alakú lévén, nyerjük :
1 V  a'-X-y^ b:---- ---- Ion---
2 V  a'b V a '—yV b
mely egyenlet x-et ?/-nak függvényében a'dja ; ha tehát meg­
fordítva y t akarnók cc-nek függvényében, akkor áll :
2x V  a'b = logV g '+ yV b
V ú —yV b 7
következőleg, ha e a természetes logarithmusok alapszáma, 
lesz :
2x^a'b  Cl'-^-yV'b
V  a'—yV  b 1
miből könnyű módon ezt találjuk :
y~  Vb e2* V ’
mely kifejezés tehát az adott egyenlet egészletének tekintendő. 
Ha pedig a Riccati egyenlete így állana :
4) dy— (by'-^-ax^dx , 
akkor m—0 esetre nézve nyerni fogjuk :
a+by“’
miből egészelés által találjuk :
1  y Vx=z—-=^arctq • —- 
Vab J Vib.(X
1 7 *
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itt megint az x y-nak függvényében van kifejezve; ha tehát 
megfordítva y-1 x  által akarnék kifejezni, akkor áll :
_  y  0  ^ y  | / *  0  ___
xV^ab—C=arctg^-— ~ , tehát J -~ tg(x Vab—C) , miből
V b~
]/&. ~ — 
y = n tg(xV ab—C).
A Riccati egyenletének más esete akkor áll elő, ha 
y=zzn, tehát dy=nzn~ 1dz , 
minek helyettesítése által kapjuk :
nzn~1dz=zbz‘indx-]-axmd x ,
ez pedig azon esetre lesz egynemű, tehát egészelhetö, ha áll: 
n—\-=!2n—m , miből ' n = —1, és m— —2, 
miknek helyettesítése e következő egyenletre vezet : 
z^dz-^bz^dx-^ax^dx—O,
mely egyenlet, mint látjuk, már egynemű, tehát egészelhetö. 
A Riccati egyenletének harmadik esete akkor áll be, ha
1 z>y ~ l — — tétetik, minek folytán lesz :bx 
dy— dxbx-
dz 2zdx
x- x°
mit a 3) alatti egyenletbe tévén, nyerni fogjuk :
„ . 7 , bz-dx , 0 ,5.) dzA-------- —axm^ idx.x 2
mely egyenlet nyilván azon esetre válik egynemüvé, ha benne
m——2 tétetik , mivel a változók kitevőinek összege minden
tagban = 0 . Továbbá könnyű belátni, hogy az előttünk álló
egyenlet akkor is egészelhetővé válik, ha m——4 tétetik,
mely esetben e következő egyenletre jutunk :
7 . bz2dx adx ..dz-\-----— =  —— , mibőlx~
dx dz
0,x l bz2—a
hol a változók már szétválasztvák, az egészelés tehát könnyű. 
A fenebbi 5) alatti egyenlet még így is írható : 
x2dz=z—bz'1dx-\-axm+id x ,
. 1 duitt pedig x = -  tétetvén, lesz d x = ----- áll
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dz^ibz'1—au~m~4)dw,
ha tehát a Riccati egyenlete egészelhetö azon esetre, ha m he­
lyébe bizonyos y szám tétetik, egészelhetö lesz akkor is, 
ha m——y —4 tétetik, mert ennek helyettesítése adja :
dz— {bz2 - cm>J')du ,
melyben a változókat igen könnyen szét lehet választani.
Ha az eredeti dyzzz^by^-^-ax^dx egyenletet, még azon
1 dzesetre is megvizsgáljuk, ha benne y —---- , tehát dy—~  tété-
Z Z “
tik, lesz :
dz=bdx-\-az'1xmd x ,
itt pedig xm+1= a ,  tehát x dum-J-1 tétetvén, minthogy
xm—umJrit nyerni fogjuk :
m
+1du ,, az^dtl. b -dz— —Ti H--- , - ;Um-j-1 m-j-1
miből nyilván következik, hogy ha a Riccati egyenlete m—y 
esetre nézve egészelhetö, egészelhetö lesz akkor is, ha
m—— — n tétetik; mert ha ezen érték tétetik az előttünk álló
kitevő /í-vé válik.egyenletben m helyébe, akkor a m
Mivel pedig az előbbiekben bebizonyítottuk, hogy a Riccati 
egyenlete ra=r—4 értékre nézve egészelhetö , szintén égé-
4 4szelhető lesz az m— 4-J-l — -  értékre nézve; ha pe- ó
4 8
dig ez áll,akkor ezen egyenlet az rn—^ —4——-értékre néz-o o
ve szintén egészelhetö, s így következik, hogy az említett egyenlet
_ 8
3 8 értékre nézve szintén egészelhetö. Ezen
- I + 1
okoskodás, mint láttuk, azon elven alapszik, hogy ha a Riccati 
egyenlete m=zy-re nézve egészelhetö, akkor az m— y—4 és
m = —j—j--re nézve is egészelhetö lesz ; hapedig ezen okoskodást
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folytatjuk, könnyű meggyőződhetni, hogy a Riccati egyenlete 
akkor is egészelhetö lesz, ha benne m helyébe e következő 
sornak bármely tagját írjuk :
0, .2 —4  -   -? % 3 ’ 3 ’
8  12 __12 _ 1 6
5 ’ ~5 ’ 7 ’ 7 ..............
Különös eset gyanánt vegyük tekintetbe e következő 
külzeléki egyenletet :
§
dy=zy-dx-\-2x~li d x ,
g
hol tehát wi=:— -  a fenebbi sornak 5-dik tagja; ha ezt o
dz = (bzn—\-au~m~i)du egyenlettel összehasonlítjuk, áll :
a = 2 , b=  1 , m -|-4=x, tehát w = — - ,  ezeket pedig a : ó ó
dyzzzibyV-lf-ax^dx egyenletbe tévén, lesz :
__4
dy—y<1dx-\-2x sd x ,
ezen egyenletet pedig összehasonlítván a következő egyen­
lettel :
dz- ddu
m-\-1= 2 ,
m-{-1 ‘ m-\-l
a , , ?n
7 __
U áll
l-(-l = 1 ,  és i-f-1 -  , következőleg ó
b——6, a— —3, és m——4, 
s ezt megint a dy— ^by^-^-ax^dx egyenletbe helyettesítvén, 
ered :
dy=.—6y2dx—3oc~*dx,
mely egyenletet megint a clz=(bz--\-au~m~i)du egyenlettel ösz- 
szehasonlítván, áll :
6 = —6, a— —3 és m—0 , mit az 
dyz=(by2-\-axm)dx
egyenlettel összehasonlítván, e következő egyenletre jutunk : 
dy——Qy^dx—3d x , miből
dx___
1+ 2 ó  '
melynek egészlete ez :
x =s^-r-arctgyV  2-|-C.
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Az eddig mondottakból látjuk, hogy a Riccati egyenletének, 
avagy három tagú külzeléki egyenleteknek egészelése , csak 
kevés esetben vihető véghez , különösen pedig ha y változót 
csak algebrai, kitevöleges , vagy logarithmusi függvények ál­
tal akarjuk kifejezni.
67.) (Első rendű cs felsőbb fokú külzeléki egyen­
letek egészelése.) Másodfokúnak neveztetik a külzeléki 
egyenlet akkor, ha a benne előforduló első külzeléki hánya­
dos legmagasabb hatványa a második- Miből már világosan 
következik , hogy 3-dik , 4-dik, vagy általánosan véve n-dik 
fokú külzeléki egyenletnek azt kell nevezni, melyben az első 
külzeléki hányados legmagasabb hatványa a 3-dik, 4-dik 
vagy általánosan véve az n-dik. Ezek folytán, egy első rendű 
és másod fokú külzeléki egyenlet mindig e következő alak­
ban fordul elő :
1) drj!‘-\-Pdxdy-\-Qdx'1=z'0 , avagy :
*> ( £ ) ' + ' • ! + “ =»■ '
melyben P  és (J vagy állandó vagy változó tényezők lehet­
nek. Minthogy ezen egyenlet egészelésének értelme szintén 
csak abban áll, hogy azon x és y közötti viszony határoztas- 
sék meg, melynél fogva a felvett 1) alatti egyenlet álljon : 
itt azonnal látjuk, hogy a kivánt egészlct nyerése végett, csak 
(Ln
— hányados, mely tisztán cc-nek függvénye, meghatározandó,
mit igen könnyen el lehet érni az által, ha a fen adott 2) alatti
dyegyenlet hányadosra nézve másodfokú vegyes egyenlet­
nek tekintetik, és belőle ezen hányados az ismert szabály sze- 
íint kikerestetik. Minthogy továbbá ismeretes előttünk, hogy 
egy ilyféle egyenletből mindig két értéke van az ismeretlen 
mennyiségnek : ha ezen értékek egyikét v-vel, másikát pedig 
u'-cl jegyezzük, áll e következő két egyenlet :
dy .-r= v*  dx es
dy
dx
dx — v = 0 , es
= » ,  avagy :
I—>•
ez pedig azon egyszerit két szorzó lenne, melyek szorzása
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által az eredetileg adott egyenlet nyeretik. Az előttünk 
álló egyenletek adják :
dy—vdx és dy—v'dzc, következőleg 
y = J *udcc-f-C1, és y— J*v'dx-\-C' , 
mely egészletek könnyen meghatározhatók, ha o és v' 
vagy állandó mennyiségek, vagy cc-nek függvényei; az igy 
nyert egészletek mindegyike pedig, az adott egyenlet egész- 
létének tekintendő.
Hasonló módon kell eljárni akkor is , ha e következő 
harmadfokú és első rendű egyenlet egészletéröl volna szó :
( í ) + < ö + < © + * = » ’
hol tehát megint P, Q és R tényezők vagy állandó mennyisé-
ÖLTIgek, vagy íc-nek függvényei. Ezen re nézve 3-ad foku
egyenletet szintén csak ezen hányadosra nézve kell feloldani, 
s tudván egyszersmind azt, hogy ezen hányadosnak szükség­
képen három értéke lesz, ha ezen értékeket t , t' és í"-e 1 je­
gyezzük, állnia kell :
ez pedig azon három egyszerű szorzó, melyek szorzása által 
az eredetileg adott egyenletet kapjuk. Ugyanazon egyenle­
tekből pedig e következő egészletek erednek :
y=J*tdx-\-C , y— J*t‘dx-\-C  és y— J't'dx-^-C", 
mely egészletek könnyen meghatározhatók, ha t , t' és t'' 
mennyiségek a^ -nek függvényében adatnak; ezen egészletek 
mindegyike pedig, az adott egyenlet egészletének tekintendő, 
valamint ezen egészletek szorzata szintén az adott egyenlet 
egészlete lesz. Különböztetésül az egyszerű egészletek részle­
tes egészleteknek is neveztetnek , míg ezen egészletek szor­
zata, az adott egyenlet általános egészletének mondatik. To­
vábbá látjuk, hogy a fenebbi egészletek mindegyikében egy 
tetszésszerinti állandó fordul elő, egy harmadfokú és első
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rendű egyenlet egészletében tehát három tetszésszerinti ál­
landó fordul elő.
Az eddig mondottakból egyszersmind könnyű belátni, 
hogy még magasb fokú es első rendű külzeléki egyenletek 
egészlete miként határozható meg, úgy, hogy ha az adott 
egyenlet n-dik fokú volna, akkor annak n részletes egészlet 
és ugyanannyi tetszésszerinti állandó felelne meg, melyek az 
általános egészletben mind előfordulnak.
Következő példák a tárgy felvilágosítására szolgálnak :
(1-sö Példa.) Az adott másod fokú külzeléki egyenlet 
legyen
dy_
dxdy-—adx'1—0 , avagy (
melyben
(fal
-jd=p tétetvén, áll : p'1—« = 0 , miből p— dr Va,
avagy :
~ ~ ~  a , és ~  a honnandx dx
dy—dxV^ a , és dy——dxV^a, következőleg 
y^zzxV^a-\-c , és ?/= — xVa-\-c‘ , 
hol c és c‘ a két tetszésszerinti állandó. Ezen kifejezések 
mindegyike az adott egyenlet részletes egészletének tekin­
tendő ; ha pedig ezekből szorzók alakíttatnak, akkor ezen 
szorzók szorzata az adott egyenlet általános egészletét nyújtja, 
s áll :
(y—xV^ a—c)(y-\-xV a—c ')= 0 ; 
ha itt a kijelentett szorzás véghez vitetik, nyerni fogjuk : 
y2—ax'1—y(c-f-c') -j-xVa(c'—c)-{-cc'=0 , 
melynek kétszeres egymásutáni külzelése által, az adott kül­
zeléki egyenletet nyerjük, mint lennie is kell.
(2-dik Példa.) Legyen egészelendő : 
dyH-j-dx3=zO, avagy :
( É O  azaz : P3+ 1= 0 ,
ha 2^ -nek fenebbi értéke megtartatik. Ezen egyenlet gyökei­
nek meghatározására, e következő ismert minta szolgál :
x = a (c  o»(2m+ j > +V n n y
minek segítségével nyerjük ;
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p = - l  , V —3, és — 3 ,
s ennek folytán e következő bárom kiilzeléki egyenletet 
kapjuk :
, 7 . dx . d x .s—— . 7 dx dx r ——d y~  d x , dy— - - \ - - - V  — 3, es dy= — — — V —  3 ,
mikből ezen cgészleteket nyerjük :
. a'-j— ccP" —-3 ÍC----XV —3
2 - C eS ^  2 
mely kifejezések mindegyike az adott egyenlet részlet-egész- 
letének tekintendő; az ezekből eredő szorzók e következők :
x-\-xV  —3
+ c" >
y {  *-}-c:=0, y
x— x
y-
2
2
-c'— Q, és
’Oj
melyek szorzata, e következő általános egészletet adja :
(yf * + e ) ( .  
(v-
c-\-xV—3
x— x V  —3
C)
avagy
y^Jt xA—y ,l{c-\-c'-\-c,')-\-xy[c-]r c/{b - 1  1)]-|-
x-(be-—c-\-ac"')-\-y(cc'-\-cc,'-\-c'c")-\-x{c‘c"—cc‘b—c&'a) 
—cc‘c“—0 ,
hol rövidség okáért tétetett :
14-K —3I1 ■_!_____ es b - 1 — V —32 2
mihez járul még, hogy «6=1 és a - |-ó= l ; végre a fenebbi 
egyenlet még így is írható :
y3-1—űc3—Ay^-^-Bxy-^-Cx't-^Dy-^Ex—F=  0, 
ha t. i. az állandó tényezők rendben A, B, C, D, E  és F-el 
jegyeztetnek ; ez pedig az adott egyenlet általános egészlete, 
melynek háromszoros egymásutáni külzelése által, magát az 
adott egyenletet nyerjük. Az eddig tárgyalt esetek nyilván a 
legegyszerűbbek és legkönnyebbek, mivel az adott kiilzeléki 
egyenletben sem x sem y nem fordult elő.
(3-dik Példa.) Az egészelendő egyenlet legyen
/^ctyV  i o dy / ^ Y _ l _ 2aJ dy >
d’Kdx J  Xdx y ' avagy {<dx) y dx ’
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ezen utolsó egyenletből könnyű módon ezt kapjuk :
du —xúz V
- r  = ------------------ , mibőldx y
ydy— —xdxdzdxV'X'-lf-y11, tehát ydy^ \-&dx _
V x ’>-\-y°-
mely egyenlet bal része nyilván helyettesítés által egészelhe-
dtttő, tévén t. i. x^-^y '— u, lesz xdx-\-ydy~ — } következőleg 
± a ;~ b c ~ /
mivel pedig itt két eset fordul elő, ha az állandókat megkü­
lönböztetjük egymáztól, áll :
V x'1-\-yn-=x-\-c, és K x —x —c', miből :
(P x2-\-y'1—x —c){^rx <1-\-y--\-x-\~c')-=-0, 
s ez az adott egyenletnek teljes egészlete, melyet, ha c= c ', 
még így is lehet írni :
?/2—2cíc-J-c2.
(4-dik Példa.) Az adott egyenlet legyen
-j-(íC3^ /-[-ÍC2?/2-|-ÍCl/3) ^  —ÍC3y3= 0 .
CltXs
Itt azonnal látjuk, hogy ezen egyenlet utolsó tagja az x 2, y- 
és xy szorzókat foglalja magában, melyek mindegyike, az
elvadottt egyenletbe tétetvén helyébe, annak eleget tesz ; 
lesznek tehát
dy
dx ^ dx/
ezen egyenlet gyökei, mikből e következő három egyszerű 
szorzó kapható :
dl — Ti 
dx ’
dy- * * = 0 ,  | - / = o , es ~~—xy=0,dx ' ’ dx u 7 ~~ dx
melyek szorzása által, magát az eredeti egyenletet fogjuk nyer­
ni. A fenebbi egyenletek egészelése által pedig ered :
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mely értékekből, e következő általános egészletet kapjuk •'
(5-dik Példa.) Adva van e következő egyenlet :
p^ip-^-bx)—n(p-\-bx) — 0  avagy (p~\~bx)(p<1—n )= 0 , 
miből nyerjük e következő három egyenletet :
mind ezekből pedig e következő három egészletet kapjuk :
. x . xv—c = ---— , v —c '= — arcsin-, es y—c ^zarc.sin-,V 2 - a a
miből, ha az állandók egyenlőknek vétetnek, e következő
általános egészlet következik :
dós p-nek vétetik, és azt teszszük föl, hogy p hányadoson kí­
vül még x is fordul elő az adott egyenletben: akkor ezen 
egyenlet egészelése végett, vagy x  változó p-nek, vagy p cr-nek 
függvényében lesz kifejézendő, mi ha sikerül, már az x és y  
közötti viszony meg lesz találva; mint e kővetkező pél­
dából fogjuk látni. : Legyen adva t. i.
melyben —-----%=n tétetvén, áll még :
Cl oc
p 3- \ -b x p l — n p—n l x — O,
ha t. i. iratik. Ezen egyenlet még így is írható :
(w—c)3= —— arc.sin2- .J 2 a
68.) (Esetek, melyekben az adott egyenletben ^ -e n  
kivül, még vagy x vagy y fordul elő.) Ha itt is ~  hánya­
;y -
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xdxA^ady— bV  ^cúc^ -j-cfo/2; 
akkor ezen egyenlet még így is írható :
avag-v
x-\-ap=bVr 1 —p27 
miből x könnyen kitalálható, áll t. i.
1-f-p2—o p ,
s így x p-nek függvényében van kifejezve ; mivel pedig 
dy=pdx, lesz y— || pdx= px— Cxdp,
hol ha x helyébe a fenebbi érték tétetik, lesz :
y— — ap--\-bpV 1—|—p®—|— ^ap2— dp\f 1-f-p2;
mivel pedig p tisztán csak cc-nek függvénye, következik, hogy 
az előttünk álló egyenlet által, a kérdéses x és y közötti vi­
szony kellőleg ki van fejezve.
Ha azonban az adott egyenlet oly természetű volna, 
hogy sem cc-et p-nek, sem p-t cc-nek függvényében könnyen 
nem lehetne kifejezni: akkor e bajon mindig lehet segítni 
egy új u változónak behozása által, melynek függvényében 
mind x mindp kifejezendő; minek megtörténte után, már az 
egészelés véghez vihető lesz, mint e következő példából 
fogjuk látni : Legyen adva t. i.
x3dx3-\-dy3= axdx<1dy, avagy : 
x 3-j-p 3—opcc,
mely egyenletből, mint látjuk, sem cc p-nek, sem p cc-nek függ­
vényében könnyen ki nem fejezhető ; tévén azonban p —ux, 
az adott egyenlet ebbe megy á t :
x 3-\~u3x3=aux'1, avagy
x-\-u3x=au, miből x — \m -, következőleg 1 7 1 —1~ w
au2
s így mind p mind x w-nak függvényében van kifejezve ; ezen 
egyenletek elsejéből kapjuk :
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dxz adu( 1—2 w3)
(1+w3)2 ’
mivel pedig dy~pdx, a kellő értékek helyettesítése ezt adja:
ft2rt2c?w( 1—2 u3)dyz
ebből pedig egészelés által 
u-du
y—a ~
(l-J-w3)3
j ( i + « 3)» ^ J (
uJdu
(1 *j- It 3 J (l+ M 3)3’
a 20)-dik szám II) alatti képlete segítségével kapjuk :
2a IC u*du 2a2M3 i o 7„ r  uMu
'3 (1 + « .» /- 3(14-w3)- 'h2a j d + » 3)3
s ennek folytán nyerni fogjuk : 
2a-u3
y = Í!iddu3( 1—Z43) - j(l+?<3)3!
az utolsó egészletben pedig ha 1-j-u3= z  tétetik, lesz 
Hzuldu=z—) s ennek folytán
_a2(4u3+ l )
Vmivel pedig n = -  > ti hát tisztán csak cc-nek függvénye, kö­
vetkezik, hogy az utolsó egyenlet által az x és y közötti vi­
szony pontosan ki van fejezve.
Fejtsük meg még e következő példát, melyben y válto­
zó is fordul elő, úgymint :
ydx—V dxq-\-dy-=:0. 
Ezt így is szabad írni :
avagy
honnan
y—K l+p*:=:0, miből 
y— 1^1-f-p2 , tehát y2=:1+jy2, és p lz=zy- — 1;
p— Vy*—1 f avagy (^ - — \fy'1—1, ebből pedig
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minek egészlete már ismeretes; áll t. i.
x=log(y-\-V y- l)-j-C , 
miből y változó x által is könnyen kifejezhető.
69.) (Esetek, melyekben az adott külzeléki egyen­
let, mind a három, x, y és p változót magában foglalja.) 
Ez esetben az adott külzeléki egyenlet legkönnyebben tár­
gyaltaik akkor, ha az x és y kitevőinek öszege minden tag­
ban ugyanaz ; mert ez esetben az egyenlet egynemű lesz, s 
így mint tudjuk, könnyen egészelhető. Azon feltét alatt tehát, 
hogy az adott egyenletben mind x és y, mind p  benne foglal­
tatik, és az x és y kitevőinek összege minden tagban ugyan­
az, tétessék yz=.xu, s lesz : dy—udx-\-xdu; akkor ennek he­
lyettesítése által az adott egyenletből, x el fog tüntetni, a 
hátra maradó egyenletnek pedig csak u és p  között lesz 
helye, miből tehát vagy u p-nek, vagy p ?t-nak függvényében 
meghatározható; minthogy t. i. áll :
dy—pdx , áll szintén r 
udx-^xdu—p d x , miből
dx(p—u)—xdu , következőleg —=  ■ , s így
mely egyenlet segítségével x ?t-nak függvényében fejeztetik 
k i; mivel pedig y= .vx , ha a?-nek értékét ide helyettesítjük, 
y is u által kifejezve lesz. E következő példák az eljárást 
felvilágosítják :
(l-ső Példa.) Adva van e következő egyenlet : 
ydx — xV^ dx^-^-dy1—0.
Ezen egyenlet egészelése végett, meg kell jegyeznünk , hogy 
ha a fenebbi 1) alatti egyenletben (melyet egészelésre fogunk 
használni)
p —v—z , tehát dp~—du—dz tétetik, lesz 
du—dp—dz , s így áll :
C du   C dp—dz _
J ^ " ]  * (*dz . í* dpt + ) t ' avagy 
Y  dP
Ez meglevén, ha már most az adott egyenletben y= ux  tétetik,
(iiXIés az is tekintetbe vétetik , hogy p = ~  : az egyenlet ebbe
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megy át :
u— V  1-j-p2—0 avagy u= V r 1-|-pq 
mit a fenebbi 2) egyenletben helyettesítvén, lesz :
dp
lo g x = -lo g {p fu
mely utolsó egészletnek mind számlálóját mind nevezőjét 
l-}-|>2)-vel szorozván, nyerni fogjuk :
logx= - lo9(p- u)- j j d Á p + V T W )  avagy
log^ - l o 9ÍP- w)- f - ^ V 1+p,
az utolsó egészlet pedig a21)-dik szám III) alatti mintája sze­
rint tárgyaltatván, lesz :
j  d p V I+ p = : Í V  1 + P +  íj  p = | =  ,következőleg
lagx—  -  log(p—u) p l p2 Y1^
— \ lo9 ( . p +  ^  i+p2)+<?;
mivel pedig — —w)— ^  1 -\~p1 ) =Li
~ lo g ( p ~ ' ,u ) — 2l °g (p -\~ u ) '
= % (P * f  M)—^°í/( P + w) = 2 % ( P + w)> következőleg
% *==£% ( p -b 1^  l + P 2)—|p  ^  1 + P 2“  i p - + c  I
mivel pedig y = u x = x V l- \-p i , tehát ?c=^, ha * helyébe
a most megtalált érték tétetik, azon egyenletet fogjuk nyerni, 
mely által a keresett x és y közötti viszony terjesztetik elő. 
(2-dik Példa.) Legyen egészelendő ezen egyenlet : 
ydx—xdy= nxV dxl-\-dy- ,
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mely egyenletet így is szabad írni :
y—px= nx  K l+ p S  
és ha y— ux tétetik, ered :
1) u—p = n 1 -j-p2, következőleg
u= p-j-nh^ 1-j-p2,
M-nak ezen értékét, ha a fenebbi 2) egyenletben helyettesít­
jük, nyerni fogjuk :
j  r<* ^
logx— lognV 1-j-p°- -  , avagy :
logx— —lognV 1-j-p- — ^ l°g(p-f- V l-{-p^-^logC ,
mely logaritmusokat egybe vonván, lesz :
(V 1 + p * —p)n, .
n V  1-j-p'1
cés ha rövidség okáért : -  mint állandó szorzó. —a tétetikn
lesz :
2)
mivel pedig y = u x , áll szintén :
*>
Hogy pedig ezen egyenletből p  mennyiséget lehessen kikü­
szöbölni, az 1) alatti egyenletből kapjuk :
4.) u-—2up-\-p2—w2-|-n2p 2, miből :
u—n l—1 -
p = --------w - , következőleg
, , n^u1— 2nuV  ^ — n - - j - w - - j - l — n-
(1—n»)« ; és
l-j-p-=.— —u ~r~-?— —} miből továbbá kapjuk :
_—u -f V w2—J—l —n2
1—nV 1 - \ - p * — p - -------- 7—  --------- ,
mivel pedig a fenebbi 2) egyenletet így is írhatni :
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V l + p z = ( K l  + p ~ vf ,
ha az eddig megtalált értékeket helyettesítjük, lesz
5C( WW-j-l/ l í2+ l —  n ' )  S '  U - \ - V ?i2+ l  — I l ­
d i i — ?i2) V  1 — n y>
vs már látjuk, mivel u—  ^ , hogy az előttünk álló egyenlet a
keresett x és y közötti viszonyt terjeszti elő, ha u helyébe 
ezen értéket akarjuk helyettesíteni. Egy különös eset áll 
itt elő, melyre nézve ha «=1 , a fenebbi 4) egyenlet ebbe 
megy át :
pz ' - ^ T ’ tehát:2 u
2a 2ax2
következőleg
x—— —- , mit így is írhatunk :M2*j—1 x--\-y-7
x--\-yl— 2ax ,
ez pedig a keresett x és y közötti viszony, mely által az 
ydx—xdyz^xV^dx--\-dy2 egyenlet egészlete állíttatik elő. 
(3-dik Példa.) Legyen az adott egyenlet :
xdy3-\-ydx3= z d x d y ^ ^ '^ y  dxn--\-dyn-\
dy
ha itt is y = P tétetik, akkor ezen egyenlet még így is áll :
p 3x - \- y z = p ^ f  V- V 1 + p 2,
itt pedig y—ux tétetvén, lesz :
p 3-\-w=pVr u V  1 +/?2,
mely egyenletből u változó />-nek függvényében lesz kife­
jezendő, mi végre tétessék : V v= zz , tehát u= zz s áll : 
p3-\-z-~pzVr \-\-p'1, miből:
z—^ V 1—4/5+//’, avagy :
l + / j 2+ - K l —4p-\-pl , következőleg
u £
/)3+ Y ^ ( 1 + P 2)(1~“ 4p 4"P0')’ minek folytán
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p—u=2j ( i  —l + p 2— y ) — (X-h ^ X 1 -  4p+ p2) , 
= | ( 1+ p 2)r2—p) — y  ^  (1"H,a)(1”“ ^P"hpa) ;
mely érték meglévén, ha megint a fen kitett egyenlet vétetik 
tekintetbe, lesz :
dp _ dp
p n f ( i-h p aX2—.p)— 4P+X2)
mely kifejezés szétbontása végett, jó lesz annak mind szám­
lálóját mind nevezőjét a nevező tagjainak összegével szorozni, 
minek végbevitele után kapjuk :
dp _  # [( l-f-p 2)(2—p)-\-pV ( l + ^ X 1—ty+P*1) 
p —u 2p(l-f-p-)(l—p-j-p2)
mely kifejezés e következő két tagra oszlik :
dp   dp(2—p)
—p—1~p2
dpV^ 1—4p—p 2
p - u 2p(i—^p-j- 2 r 2Ki4_p2(r_p-4_p*)’ 
s ezen egyenlet mindkét részének egészlete lesz :
^  dp __1  ^ dp{2—p) j _  1 dpV  1—4p-j—p2)
j p —u p + p * y  2 j  ]Z íq ^ ( i_ p Y p 7 )  ’
ezen egyenlet jobb részének első egészlete ugyan köny- 
nyen meghatározható, mivel ez, mint látjuk, okszerű külze- 
léki függvény ; de nem úgy áll a dolog ugyanazon résznek 
második egészletével, melynek meghatározása nagy nehézsé­
gekkel jár, azért czélszeríi lesz , azt minél rövidebb alakra 
hozni, mi végre e következő helyettesítés szolgál :
1—4p-f-p2
ebből nyerni fogjuk :
V  l-bp !
= q
_ 2 - |-K 4 —(1—Y)2
p~  w
miből külzelés által kapjuk :
dp- .4gd7[2 +  ^ 4 —(1— Y(1_Y)2K4-(1 -YX
továbbá p értékének helyettesítése és a kellő rövidítések 
megtörténte után kapjuk :
18 *
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i —■/>—Hp2= ( 3 + í a)(2 + V r4 - ( l - í »)«)( 1 _ 2<í)2 7 
mely értékeket a fenebbi egészletekbe tévén, lesz :
1^ dpV^ l —4p-}~P2  0 í q^dq
2J - P + jT T  J  ( 3 - f ^ ) K 4 = ( l - ^ ) ^  7
mely kifejezés, mint látjuk, már valamivel egyszerűbb, mind 
a mellett egészelésre még mindig nehéz , úgy, hogy azt sem 
logarithmusok, sem pedig körméreti függvények által nem 
lehet eszközölni; egészelése tehát egyedül csak attól függ, 
hogy a nevezőben előforduló gyök alatti mennyiség sorba 
fejtessék, s ezen sornak minden tagja külön egészeltessék. 
Ezen példának kifejtése hosszú számításokat kívánván, 
azt a kezdő figyelmébe ajánljuk.
(4-dik Példa.) Miután ismeretes előttünk, hogy
s— ^ V  dx-^dy'1 egyenlet
azon görbe vonalnak hosszát adja, melyre nézve x és y az 
épszögü összrendezők : itt e következő nevezetes kérdés, szin­
tén egy külzeléki egyenletre vezet, melynek egészlete meg­
határozandó : Azon x és y közötti viszony meghatározandó, 
melyre nézve álljon : s— \/r2xy. Azon külzeléki egyenletet, 
mely ezen feladatnak megfelel, úgy fogjuk, nyerni ha s = l /^2xy 
kifejezést külzeljük, s így áll :
 ^ _ydx-\-xdy
V 2xy
és ds helyébe a fen adott érték tétetvén, a keresett külzeléki 
egyenlet lesz :
ydx-\-xdy
1) E^ L ^ V d x '+ d y * ,V  2c'ey
dy_
és ha megint f —P > Éli :
y+Px_
mely egyenletben y— ux teendő, minek folytán lesz :
’í ± £ =  K í + p  
V 2  «
tehát :
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u-\-p=Vr2u ^
s ezen egyenletből p  meghatározandó, mivégre áll :
u'1-\-2up-\-p-=z2u-\-2piu , avagy :
2up u -—2 u
p  >
miből nyerjük ;
—v )V  2 u
2n— 1 ‘, következőleg
_(1—u)P^2u(Vr 2m-J-1) (1 — u) V  2u
P ~  U~  2u— 1 ~  V 2 il— 1 ’
itt pedig megint a fenebbi általános egyenletet használván, 
lesz :
7 _£ du   [ du(V 2 u—1)  [ d u  [ du
°9X J P— 3 (1— u)V2u ~~ J l —u J  (1 —u)V2u
avagy :
logx=z—log( 1—m) f ___
J  (!-« )>u)V  2i
mely utolsó egészlet meghatározására tétessék : u=-v", s lesz : 
duz=.2vdv, s ennek folytán áll :
f ----- d n =  V .2, f  *  ,
J ( l —u)V2u  J 1—u ^  2 1“ v
és ha t> helyébe az érték visszahelyeztetik, lesz :
logx==—%(1 —u)— — Jog |  ^  ^  + % « ,
hol a az állandó logarithmusát jelenti. Ezen egyenlet azonban 
még így is írható :
logx—log1— u V
f l - V u ^
áll tehát szintén :
1 +  1^
35 (1— ’ 
Vcs ha u = -  érték behozatik, lesz :
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_ _  _  I
ax f V  x— V  y \ v r2
= ^ A v z + v ,/  ' avagy:
1 = . ( Y x - V ' j \ n .
x—J/V]/- x - \- ^  y-
mivel továbbá x —y -^ iV x-^-V y) {V x —y  y), ezen egyen­
let még e következőbe megy át :
i_
( V x + V y ) { V x +  S j j f  ",
V x —V y
avagy rövidebben írván,
=+i
(KíC-j-K?/)^ =a(V/ £C--y y V ^  y
mely egyenlet a feladat feltételnek eleget tesz.
70.) (Még más esetnek megvizsgálása.) Azon feltétel 
alatt, hogy most is mint ezelőtt
s==^ y d x 1-\-dy'1
valamely görbe vonalnak hosszát jelenti, melyhez az épszögü 
x  és y összrendezök tartoznak ; vegyük fel még azt is , hogy 
valamely x, y és s változók közötti egynemű egyenlet adatik, 
és tegyük feladatunkká, a véges x és y közötti egyenletet 
meghatározni.
Ezen feladat általános megfejtésére könnyű belátni, 
hogy ha egy ilyféle egyenletben y=zux és s=vx  tétetik, x 
változó elmarad, s egy u és v közötti egyenlet nyeretni fog> 
melyből vagy u v-nek, vagy v ?t-nak függvényében kifejez­
hető. Az itt adott két egyenletből könnyen nyerjük : 
dy=zudx-\-xdu és ds— vdx-\-xdv, 
továbbá áll :
dy= pdx , 
áll tehát szintén :
pdx=udx-\-xdu ,
é s ds— dx y  1 -j-p '2,
és d&y l-{-paz=vdx-j-xdv, 
mely két egyenletből már könnyű módon kapjuk : 
dx du . dx dv
P-
es
K l - f - p 2— v
következőleg
EGESZLET1 ÍUNYLAT. 2 7 9
1)
du
p— u
de
V  1-|-p2 — v
minthogy pedig minden « és v közötti egyenletből, vagy u a-nek 
vagy uíí-nak tíiggvényében meghatározható, könnyű lesz szin­
te du-1 d v  által kifejezni ; fölvévén tehát, hogy d v ~ q d u ) ak­
kor ennek helyettesítése által, az utolsó egyenlet ebbe megy á t :
-7------ r=  — — _ _— , miből :
q {p — u) Kl-f-p2_V
qp—qu— l f  1-j-p-—v , avagy :
(u—q u ) - \ - q p = z V  1*4-/>2 ,
mit négyzetre emelvén és rendezvén, lesz :
2 q {y — qu) _  Q—qu)'1—  1
1 1 ’ 1 - q ° -  ~  1 — q n- 9
ezen egyenletből pedig kapjuk :
p q(v—qu)-^-]^ (v—qu)-—l-j-^2
p — u —
w
qv — u-\-V (y-
, következőleg
ciu)7
r/l
a fenebbi általános képlet szerint tehát lesz : 
dx_ du du(l—q'1)
x p u qV^ uJ^-\/r(v—qu)-—1-|-q'1 
Hogy pedig ezen képletet annál könnyebben lehessen egé- 
szelni, jó lesz azt ((qv—u)— (y—qu)-— l-j- ?2) különbség­
gel mind szorozni mind osztani; ered akkor :
dx du[qv—u—V  (y—qu)-—
x \-\-u'1—v-
mely kifejezés e következő két tagra oszlik :
dx_du(qv—u)
x 14 -w2—v-
mivel pedig qdu=dv, ezen egyenlet még így is írható :
dx udu— vdv
x
du V  (y — qu)1— 1 -j-ql 
1 -\-u-—v'1
duV^ (y—qu)'1— l-f-g»2
l V ■v‘2 v"- ’
minek egészelése által kapjuk :
s 7 7 7 _ ----------  CduV(v—quY— 1-fo*
2) logx=loga— log V  v°—  j -------------------------- •
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Ez már azon általános egyenlet, melynek segítségével bár­
mely, például adott eset megfejthető ; könnyű azonban be­
látni, hogy ha ezen kifejezésnek utolsó egészlete logarithmu- 
sok által egészelhetö volna, akkor az a? és y közötti viszony 
betüszámtani lesz. Legyen például : 
s-=zy--l{-nx-,
ha itt a fen említett helyettesítés véghez vitetik, nyerni
fogjuk : ____
u2= a 2-|-ft, tehát: v=  V  u,2-\-n , miből:
j _ udu , dv____ u
V  u"-\-n du ^
ebből továbbá kapjuk :
v—qu:
V u--\-n
, továbbá
71o2—1 = ---- —i— , végre : 1-4-u2—v2= l —n ;ir-\-n
mind ezeket a 2) alatti képletbe helyettesítvén lesz :
V tlogx— logci—logV 1—n-\—  - -
v n líi duV' ?i2-|-n
mivel pedig az utolsó egészlet ismert alakú, áll még :
V nlogx—log
V" 1 —n n—1
log(it-\- \ í  ua-\-n) ,
hol az állandó f a ­ mennyiség logarithmusát b vei jegyez­
vén, lesz :
Vn
Qß  _ _ _ _ _ _ _ _ _ \ /~  j j  J
log-=log(u-\- , következőleg
V  n
Vés u ~ -  értéket helyettesítvén, nyerni fogjuk :
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mely egyenletben már a keresett x és y közötti viszonyt lát- 
juk, s ez nyilván betiiszámtani, ha -— - teljes négyzet; tévén 
tehát :
n . m----- -= m q, lesz : n = —— - ,n— 1  ’ m- — 1 ’
mit helyettesítvén, áll még :r y +
b |_ x
mely kifejezést még így is szabad írni :
y* — m
'* ■ =
miből könnyű módon y -1 is meglehet cc-nek függvényében taláni, 
áll ugyanis :
2_ 2 »
(m2 — 1 )xm—m2bm
V — ------------------ '- '"Y  l —m ;
2{m-— \)bmx m
mely már a keresett x  és y közötti viszony.
71.) Itt még azon esetet is meg kell vizsgálnunk, mely ak­
kor áll be, ha az adott x, y, ésp> közötti külzeléki egyenlet­
ben y változó csak az első hatványon fordúl elő ; ez esetben 
sikerül az egészelés, ha az adott egyenletből p-nak értéke, x 
és p  által kifejezve kikerestetik, mivel pedig dy—pdx, köny- 
nyü belátni, hogy p-nak megtalált értékét külzelvén, és ez 
egyenletben helyettesítvén, egy új de csak x és p közötti kül­
zeléki egyenletet fogunk nyerni, melyet előbbiek szerint köny- 
nyen lehet egészelni. E következő példákból látni fogjuk az 
eljárást :
(1-ső Példa.) Az adott külzeléki egyenlet legyen : 
ydx—xdy=a dx^-^dy-, 
melyet dx-e 1 elosztván, nyerni fogjuk :
1 ) y—px= aV  1-j-p2, miből : 
y —px-\-aV^ 1-f-p3,
hol p nek jelentése ismeretes. Ha ezen egyenletet külzeljük 
és dy-t pdx-el felcseréljük, ered :
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p d x -= .p d x - \-x d p
dp^x-
ap d p  
V 1 - \ - p n-?
* o
avagy
V l  4 -p,J
mely egyenlet nyilván, e következő kettőre oszlik :
a p
d p — 0, és x -\- =0 .
V l+ p '
ezek elsejének egészlete p — a, másikát pedig így is írhatni :
ap
X— ------- -  ,
^ i “hpa
ezekből pedig, összeköttetésben a fcnebbi 1) alatti egyenlet­
tel kapjuk :
p-nek függvényében pedig nyerjük :
ap* i , / r r ; _  a
y ~
ki van fejezve tehát mind x  mind y  p  által, mely két érték 
négyzetre emeltetvén és összeadatván lesz :
x -- \-y '1= a 2,
mely egyenlet azonban, minthogy a tetszésszerinti állandót 
nem foglalja magában, az adott egyenlet teljes egészletének 
nem tekinthető, ellenben az : y z z za x A ^ a Y  l-j-ra14 az említett 
egyenlet teljes egészlete lesz, mivel benne a tetszésszerinti a 
állandót látjuk.
(2-dik Példa.) Legyen adva e következő egyenlet :
7 7 a ( d x - - \ - d y l )
y d x —x d y — ~ ---------- ,
melyet mindenkelőttt dx-e 1 elosztván nyerni fogjuk : 
y —píc=a(l-}-p2), miből 
y = p x - \ - a { \ - \ - p %
ezt pedig külzelvén, és a nyert érté két d y = p d x  egyenletbe 
tevén lesz :
x d p - \ - 2 a p d p — 0 avagy d p ( x - \ - 2 a p ) = 0 , miből 
d p = 0 ,  és x - \ - 2 a p = Q  tehát p — c és a==—2ap,
mely utolsó egyenletből kapjuk : p ——^  , s így könnyű
módon nyeretik :
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2/= c * + a ( l- fc 2) és y = a ( l—p2), 
hol p  helyébe a?-ben kifejezett értéket tevén, lesz :
x'i
y —a~ 4 ^  ava8T ^ay—A a ^ -x 1,
ez azonban az adott külzeléki egyenletnek nem teljes cgész- 
lete, mivel benne megint hiányzik a tetszésszerinti állandó. 
(3-dik Példa.) Egészelendö legyen :
3 _______________
ydx—xdyz=:a\^dx3-\-dy3 ; 
dy=pdx miatt, ezen egyenlet ebbe megy át :
3 ________
ydx—pxdx— a d x V l-}-p3 avagy :
3 _________
1) y=px-\-aVr \-\-p*, 
mely egyenlet külzelése által kapjuk :
V V (l  -\-p3f J
miből ered külön-külön :
d'Y) 2
dp—0 ;- tehát p = c  és cc=r— -----—----- ,
^  (1-I-P3)"
és az előbbi 1) egyenletet tekintetbe vevén, lesz :
3
p=cíc-j-«V/’ 1 —j—c3, továbbá
y= — >— —— •« + ^  H -p 3»
mely egyenletet összzevonván, lesz :
ay= - —
ebből pedig kapjuk :
l-J-p4= - ^ , következőleg p 3—a ^  ^ ;
y y
továbbá osztás által nyerjük :
- = —P a> tehát ^ Ö==_p 5
P'J (aV V -yV j/V3/^2/ /
mivel pedig áll :
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áll szintén :
( aV a—yV^pA 'y V y  J  1   y 1
miből következik :
£c3-j-(al  ^a — y V  y Y —=0, 
mint a keresett x és y  közötti viszony.
(4-dik Példa.) Az adott egyenlet c következő :
ydx—nxdy—aV dx--\-dyl , avagy 
y — n p x - \ - a \ í  1 + p 2, következőleg
apdpdy=npdx-\-nxdp-
p°- ’
s mivel dy—pdx, áll még :
nx dp a dp
ClOi/1 1 '  T  ------ * ~Z • ------  j1 n—1 p  1—n 14-p-
n
ha pedig pn 1 mennyiséggel ezen egyenlet mind két részét 
szorozzuk, lesz :
n
p ° ~ ' d p
p  d x + n — \P  1 1—
Ha ezen egyenletet figyelemmel megtekintjük, azonnal látni
n
fogjuk, hogy bal része nem egyéb, mint asp“-1 szorzat kiilzelé- 
ke, s ennek folytán egészelés által nyerjük :
—  í* ij
“ L l + C
\ — n ) V
Mivel pedig ezen kifejezés nem minden esetre nézve egészei 
hető, csak némely olyféle eseteket fogunk tekintetbe venni, 
melyekben az egészelés véghezvihető, úgymint :
(1-ször.) Ha n— ~ akkor á ll:
u
p3cc:
(2-szor.) Ha n=~ akkor á ll: v '  4 ph x-
= — 2a f — ~ = ~ ..1
pbdp= —4 a í - _____
J ~\rp-
(3-azor.) Ha n = l  akkor áll: p 7x = —6a\~=M=r-t
6  .) V l + p"-
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Általánosan véve tehát teendő : n— S ' —, mivel ezen ki-2m
fejezés valamennyi előbbi esetet magában foglalja, csak m
helyébe rendben 2, 3, 4 .............. értékeket kell tenni. Ha
az előttünk álló egészletekre a 20)-dik szám II) alatti mintá­
ját alkalmazzuk, ered :
mely kifejezésekből könnyű észrevenni azon szabályt, mely 
szerint ezen egészletek képeztetnek, egyszersmind pedig x 
könnyen meghatározható p-nek függvényében.
MÁSOD ÉS FELSŐBB RENDŰ DE ELSŐ FOKÚ 
KÜLZELÉKI EGYENLETEK ÉGÉSZELÉSE.
72.) Másod rendűnek neveztetik a külzeléki egyenlet 
akkor, ha benne az y és x közötti második külzeléki hánya­
dos fordul elő, ki nem zárván azt, hogy benne az első külzeléki 
hányados is előkerüljön. Első fokú pedig egy ilyféle egyenlet 
akkor lesz, ha a megemlített második külzeléki hányados csak 
az első hatványon fordul elő. Ezeknek következtében tehát 
egy másod rendű és első fokú külzeléki egyenletnek általános 
alakja ez lesz :
ez pedig, mint látjuk, nem egyéb, mint egy másod rendű vonatos 
külzeléki egyenlet. Itt tehát azon szabályokat fogjuk kifej­
teni, melyek szerint az ily alakú külzeléki egyenletek egészel- 
hetök.
Ha itt is rövidség és kényelmesség okáért,
(faj ‘~==p7 tétetik lesz, ha dx állandónak vétetik, -, követke-
mely hányados ha q-val jegyeztetik, lesz :
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dx)q ~ - j  , és a másod rendű és első fokú külzeléki egyenletek égé-Ű/tC
szelése nyilván abban fog állni, hogy az adott x, y,p és q közötti 
egyenletből, az ismeretlen x és y közötti viszony meghatároz- 
tassék. Ezen egyenletek figyelmes megtekintéséből már vilá­
gosan lehet látni, hogy e tárgy egész kiterjedésében, elég nagy 
nehézségű ; azért is czélszerü lesz, itt a legkönnyebb esetekkel 
kezdeni, melyek e következők :
(1-ször.) Ha az adott egyenlet csak q hányadost, és 
még cc-nek valamely függvényét foglalja magában ;
(2-szor.) Ha az adott egyenlet csak q hányadost, és még 
y-nak valamely függvényét foglalja magában ; és :
(3-szor.) Ha az adott egyenletnek p és q hányadosok 
között van helye. Mint 4-dik esetet még azt is fel lehetne hoz­
ni, ha q—c, de ezen eset az előbbiekben már tárgyaltatott.
(1-ső eset.) Legyen X  a?-nek valamely függvénye, és áll­
jon e következő egyenlet :
akkor áll szintén :
s mivel qdx~dp, lesz
l~dx"- ’
qdxz=zXdx,
=z[xdx-\-C,
minthogy pedig P ~ ^  > áll
dy~dx^Xdx-\-Cdx, következőleg
ez pedig teljes egészlete az adott külzeléki egyenletnek, mi­
vel az, mint látjuk, két, C és C  tetszésszerinti állandót foglal 
magában, mint annak lennie is kell; minthogy minden máso­
dik külzeléki hányados csak az által ered, ha^az adott függ­
vényt kétszer egymásután külzeljük, mely alkalommal min- 
den egyes külzelésnél elmaradhat egy állandó; megfordítva is 
tehát, ha egy másod rendű külzelék egészelendö, annak teljes
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egészlete, csak kétszeres egymásutáni egészelés által megta­
lálható, minden egyes egészeléshez pedig egy tetszésszerinti 
állandó járul még. Mivel azonban ezek az első esetben előfor­
duló külzelékek már a 3b)-dik szám alatt kellőleg tárgyaltat­
tak, azokat itt még egyszer elővenni feleslegesnek tartjuk.
(2 dik eset.) Ezen esetnek a feladata az, hogy ha P  té­
nyező p-nek valamely függvénye, és qz=:P egyenlet áll, az x 
és y közötti viszonyt ezen egyenletből meghatározzuk.
dp 
dx ’
"—- ~ } miből következik :
*dp
Itt azonnal látjuk, hogy mivel qz 
következőleg dxz
o «=$*
lesz dpz=Pdx,
+C-
Mivel továbbá dy—p d x , áll szinte d y = ^ ~ } tehát
2) y _ - K V
Ezen két egyenlet által nyilván mind x mind y p-nek függvé­
nyében van kifejezve, s mivel ezekben két, C és C‘ tetszéssze­
rinti állandó fordúl elő, ezek az adott egyenlet teljes egészé­
tének tekintendők. Ha a fenebbi egyenletekben P állandónak 
vétetik, s azt ft-val jegyezzük, nyerni fogjuk :
* = |- K i és * = l + c ’
az első egyenlet adja :
p= k(x  — C), 
mely érték a másikba tétetvén, lesz :
k,
y ~ 2 \x p y + C '= ^ . - k C x + ^ + C '
avagy :
Cx-\-D,
mely a keresett teljes x és y közötti viszony , minthogy két 
tetszésszerinti állandóval bír.
Hogy az 1) és 2) alatti egyenleteknek az alkalmazását is 
lássuk, egészelendő legyen e következő egyenlet:
(1 -ső Példa.)
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ad^y^dxdy,
mely egyenletet így is szabad írni :
a <Py_dy_,
’dx2 dx 1
itt pedig jp-nek és 9-nak felvett értékeit behozván, lesz :
aq=p, miből <7= - ,a
ámde az előbbiek szerint áll P=q, lesz tehát szintén P = -  , mi-a
két az általános 1) és 2) alatti egyenletekbe tévén, ered : 
x = a ^  ~  -j- C=ologp-\- C, és
y = a ^  dp-\-C=ap-\-C ', miből
y ___C
p=z-——, mitp helyébe tévén, lesz : 
x=alog-——-j-C,
mely kifejezés az adott egyenlet teljes egészlete, mivel két 
tetszésszerinti állandóval van ellátva.
(2-dik Példa.) Adva legyen e következő egyenlet : 
(dx*-\-dy*')Vr c?ce2-j-eZy2 
dxd-y ’
mely egyenlet még így is írható :
a-  d*y 5
továbbá p  és 9-nak értékeit behozván, minthogy
dp~qdx=zdx
egyenletünk így áll :
a= _ (i
dp
ebből pedig kapjuk :
d x z
adp és dy—pdx miatt :
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a ezen egyenletek egészelése által kapjuk :
dpc=A—a - és y
= B ~ i
pdp
2^ 3 >(1+ P 2)5 ’
hol A és B a két tetszésszerinti állandó. Ezen egészletek mind 
kettője ismert alakú lévén, nyilván áll :
ap . „ , ax= A - és y- B-
V  \-\-p*1’  ^ ' V- 1-j-p2
Mivel azonban az x és y közötti viszony kerestetik, szükség 
lesz ezen egyenletekből p-1 kiküszöbölni, mi végre áll : 
ap „ aA —x —
V \ - \ - p *  ’
és y—B =
k h ~p
mely egyenleteket négyzetre emelvén, kevés összevonás után 
nyerni fogjuk :
a1—{A— aj) 2  {p—B) 2
(.á—cc) 2 a1—(y—2?)2 ’
miből könnyű módon e következő eredeti egyenletet találjuk : 
(y— By-\-(A—,aj)2= a 2,
mely egyenlet, minthogy két tetszésszerinti állandót foglal 
magában , az adott külzeléki egyenlet teljes egészletének te­
kinthető. Mivel pedig az adott külzeléki egyenlet ismert je­
lentésű, minthogy a külzeléki hánylat alkalmazásából tudjuk, 
hogy az nem egyebet, mint a görbületi sugárt állítja elő, mely 
az érintkezési kör sugarának is neveztetik: a most nyert 
egyenlet nem lehet egyéb, mint ezen kör egyenlete, melyben 
az A és B állandók ugyanazon kör középpontjának összren- 
dezöi, mint már tudva van előttünk.
(3-dik Példa.) Legyen az adott egyenlet : 
dsdy adx 
d^x dy '
Ez egyenletben ds alatt valamely görbe vonal elemének a 
hosszát kell érteni , s ezt állandónak veszszük , tudván hogy 
áll: ds’= \ r dx--\-dy'1. Hogy az adott egyenletnek megfelelő 
x és y közötti viszony meghatároztassék , látjuk , hogy ha p
a jelentését megtartja , ezen egyenlet jobb része lesz = - ;
- - P
hogy pedig ds, dy és d-x mennyiségek szintén p -nek a függ­
vényében fejeztessenek ki, mindjárt látjuk, hogy :
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ds—dxV  és dy—p d x ;
hogy pedig d-x határoztassék meg, a ds=dxl/rí -\-p'1egyen - 
let külzelendö, el nem felejtvén, hogy ds állandónak vétet ett; 
minek folytán áll :
pdpdx
d-x=z-
V  1-j-p*
pdpdx
miből
?
mind ezeket az adott egyenletbe helyettesítvén, lesz :
miből nyerjük :
éa d y^p d x  miatt :
dx{\-\-p'1)Vr 1 -\~pl a
dp p
adpdx—
p Cí + p *)i ’
1 adp
d y= - ( F m v
m ely egyenleteket egészelvén, lesz :
X—A —a 1 -  -~ r ~ „v.; > és i/— A'—a \\p ( i+ p * )v  * \
dp
(H -ps)i’
az utolsó egészletet már ez előtt megtaláltuk, áll tehát :
y=A'- ap
V \ - \ - p n-
Az első egészlet meghatározására pedig tétessék , s lesz 
dp——— , s ennek folytán
dx- ao3dv av^dv
mit így is lehet írni :
dx—- adv adv
V(i+ o '1) - ’
miből egészelés által kapjuk :
x = A — - ^ L =  4 - cdog (ü-f V  1+ y ‘2),
és ha v helyébe értékét vissza-helyettesítjük, lesz :
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X-— A - -alog
l-fK l+ p -*
^  ~vl p
így tehát mind x mind y p -nek függvényében volna kifejezve, 
és ha ezen két egyenletből p-t kiküszöböljük, a keresett x és 
y közötti viszonyt fogjuk nyerni, s így az egészelés megtör­
téntnek tekintendő.
(Py(3-dik eset.) Ezen eset akkor áll be, ha q = -~  máso-
dik külzeléki hányados p-nak valamely függvénye, mely függ­
vény ha F-al jegyeztetik, áll :
l^ P— y
mely kifejezés már ismeretes előttünk, mert 2dy-n&\ szoroz­
ván ezen egyenlet mind két részét, nyerni fogjuk :
(!MYdyj-A,
hol A az egészelésnek állandója, ebből pedig kapjuk :
,i—
V A + V f Y d y ’
mely egyenlet egészlete ez :
dy, = A ^ -
V A + 2 f Y d y ' 
ez pedig az adott külzeléki egyenletnek teljes egészlete, mi­
vel két tetszésszerinti állandóval bír, egyszersmind pedig a 
keresett x és y közötti viszonyt állítja elő. Példa gyanánt 
legyen :
d2y =  1
dxq \A ay
akkor ezt 2dy-&\ szorozván, lesz :
2dyd-y  2 dy
dxn- y  ya 7
miből egészelés által nyerjük : 
miből az előbbiek szerint kapjuk :
19*
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x — y-í dy 1V a ?2 J i dyV A V a + i V y ■ x ,
ha t. i. —= n  tétetik.4
Ha itt az egészelés kieszközlésére iratik : V y —z, te­
hát y —z 2 és dyz=z2zdz, továbbá rövidség okáért n / a — 
lesz :
dyíi
és ha z helyett y-ban kifejezett érték tétetik, lesz : 
2V~a(V y —2n V  a )^ n V a - \-V y - \-A , miből :
-j----- A ‘=z^{Vy—2nVa)]/^ nV a-j-V y  , avagy
V a  °
=  5  { V y —  2-n a ) \ / ~ n V a - \ - V y ,
x —A' V a 2
V a
4 _
és ha A' V a——k tétetik, ered :
3(x-\-k)= ^ y y —2nVa)\/r nV a-\~ V y ,
2 V~a
mit négyzetre emelvén, nyerni fogjuk :
9(a?—j—A:) ___^y ^ —^riyV a-\-4nsa V  a ,
4 V  a
mely már a keresett x és y közötti viszony. Több példát itt 
előhozni felesleges volna, minthogy ezen alakú egészlet úgy 
is már a 38)-dik szám alatt kellőleg tárgyaltatott.
73.) (Azon külzeléki egyenletek egészélése, melyek 
ben p  és q hányadosokon kiviil még x is fordul elő.) A 
külzeléki egyenletek ezen nemét csak úgy lehet egészeim, ha 
ügyes helyettesítés által, azt első rendű és első fokú külzeléki 
egyenletre visszahozzuk. Minthogy t. i. a kérdéses egyenlet
dp
p} q és x változókat foglalja magában, és qz= - ^ : ha ezen ér­
téket q helyébe írjuk az adott egyenletben , q hányados nyil­
ván el fog tűnni, és a hátramaradó egyenlet csak x és p  vál­
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tozókat fogja tartalmazni magában ; s első rendű lesz, melynek 
egészelése ha sikerül, vagy x  p-nek , vagy p íc-nek függvé­
ny
nyében fog nyeretni, mivel pedig p =  — , ennek helyettesí­
tése és új egészelése által, a keresett x és y közötti viszony 
fog megtaláltatni.
Tegyük fel tehát, hogy p  hányados cc-nek függvényé­
ben találtatott meg, úgy hogy áll p= X , akkor dy=zpdx miatt 
áll : dy= X dx , tehát :
1) y= fX dx-]r A ,
mely egyenlet már az x és y közötti viszonyt terjeszti elő.
Ha pedig azt teszszük föl, hogy x változó p nek függ­
vényében találtatott volna meg, úgy hogy x = P  legyen, értvén 
P  alatt p-nek valamely függvényét, akkor áll : d x= d P , te­
hát pdxz=pdP, mivel pedig dy= pdx , lesz szintén 
dy—p d P , miből : 
yz=zfpdP-\-A',
mely egyenletet részletesen egészelvén, áll még :
2) y z z P .p - fP d p + A ’.
Ha pedig azon eset állna be, hogy sem a>et p-nek, sem 
p-t cc-nek függvényében könnyen nem lehetne meghatározni, 
akkor mind a két változót valamely harmadik u változónak 
függvényében kell kifejezni úgy, hogy ha x— U ésp = U '} 
értvén U és U' alatt ?«-nak függvényeit, akkor lesz dx— dU, 
és dy=pdx miatt lesz :
dy— U'dUf miből : 
y = fU 'd U + C ,
mely egészlet teljesen meghatározható. Következő példák az 
ez esetbeni eljárást felvilágosítják :
(1-sö Példa.) Az egészelendö egyenlet e következő :
(d x i+ dy 'tf 
dxd^y 9
hol X  cc-nek valamely függvénye. Ezen egyenletet mindenek­
előtt így szabad írni :
a + p ^ ~ X ,  s mivel
(l_|_p2)^
q==í x ’ leSZ még
dp ■ d x = X ,
9
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miből könnyű módon kapjuk :
dx dp . .. ,,
y =  ■ - - 3  » következőleg
X  (1+P )5
í'd x_ p
3  X  K l - |~ p ° -
mivel pedig X  cc-nek függvénye, ezen egyenlet bal része is 
könnyen meghatározható; tegyük fel tehát, hogy
í^ = F ,  akkor áll :
V í ^
s mivel p -= ~dx
:F, miből: p= .V \^\-\-p '1, tehát: 
F
V— K 1—F2*
áll :
S' Vdx r l-C>K l — F 2
mely egészlet teljesen meghatározható, és az x és y közötti 
viszonyt terjeszti elő. Például legyen : f c a / a : ,  lesz:
Cdx__‘2l^x__f ? következőleg 
J  X a
_  r  2dxVrx  _1  2xdx , ~
V~ 3  K a2—4x  +  J  K a ax —4cc2 *' ’
és ha —= ó  iratik, lesz : 4
í x dx - K ,K  bx— íc2
mely egészlet a 24)-dik szám VII) alatti képlete szerint telje­
sen meghatározható , tehát a keresett x és y közötti viszonyt 
terjeszti elő :
(2-dik Példa.) Adatik e következő egyenlet : 
dx(dx'l-\-dy'í')-\-xdyd'1y'==.ad,1yVr dx*-\-dy'1, 
mely egyenlet d^yssr.dpdx miatt így is írható :
dx(l-\p*)-\-xpdp— adpV^1-j-p% avagy •
dx K  l-j-jo2_J_ xpdp —gdp f 
K l-f-p2
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ezen egyenlet pedig azonnal egészelhető , minthogy látjuk, 
hogy annak bal része, x szorzatnak teljes külzelé-
ke, áll tehát :
xV^l-j-p~=ap-]-b, miből:
i)
K l+ p 2
hol b a tetszésszerinti állandó, és ezen egyenlet által x vál­
tozó p-nek függvényében terjesztetik elő. Hogy pedig y -1 is 
meghatározni, s így p-t kiküszöbölni lehessen, áll : 
y = f p d x , avagy : y=zpx— f  xdp , 
hol x helyébe a fenebbi értéket tévén, lesz :
_ap"-\~bp C{ap-\-b)dp
y- V  1-j-p2 J  V  1 -j-p2
mit így is írhatni : 
__ap^-^bp
y • m i - J .  PdP 
Í+ P  J ^ l  +J
dp
V  l-\-p
mely egéazletek ismeretesek lévén, áll : 
_ap2-j-óp
V  ld -p2’
-aV  1+ p 2—ó % (p + K l+ p 2) ,
Kl-f-p*
mit rövidebben így is lehet írni :
-blog{$+V  1-f-p2).2 ) , j = P ^ a
Kl-J-P-
Hogy végre az x és y közötti viszonyt meg lehessen hatá­
rozni, p-nek értéke kikeresendő, lesz az 1) alatti egyenletből, 
lesz pedig :
ab-\-xVb'1-\-a<l—ce2 .p = -------—— -------- , minek folytán all :
óp—a— V ó2-|-a2—x^ibx-^-a V  ó2-|-a2—a?2)x L—a-
hasonló módon találjuk meg szintén :
l / T T T i —  *>x - V a V  b ' + a ' 1— .x *
V 1 1 P   „ O ■) vegre :
p + k i x—a
s mind ezeknek helyettesítése adja :
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—ö--- T" 77 a2—a?2y —V b^-j-a2—x 1— blog—- ------- - --------
s ez a keresett x és y közötti viszony.
(3-dik Példa.) Legyen egészelendö :
d*y a 2 V  a - - \ - x ‘1- \ - a (!- j-z = z x (l,dx1 ^ 1 ~ 1 w dx
mely egyenletet még így kell írni :
1 dy_ xqd*y
Idx2 y a2-}-«:2 dx a--\-x- ’
mivel pedig áll :
é s É l - „  Alimé». 
dx*~  dx d x ~ P ’ S '
dP +
p d x  _ x^dx
a 2-J-a?2 a 2P^  a2-f-a;2
(JjQß _____
itt azonnal látjuk, hogy --------kiilzelék (.r-j-P^ 77,2-|-.r2)
//, V a24-a?2
függvény külzeléke, ha tehát ezzel szorozzuk az utolsó 
egyenlet mind két részét, lesz :
j  / i i/ —7T\— , pdx{x-\-Vr cPArX*) x^dxíx+V^ a^A-x*) dp[x-\-V a2-j-a?2) ^ : - — -— 1 1— ------ -— ■ ----,
/ a 2+ í a2P^  a2-J-sc2
mi által ezen egyenlet bal része egészelhetővé vált, minthogy
az nyilván p(x-\-V a2-j-a?2) szorzat külzeléke, áll tehát :
/ i i/ t í ----\ C x-dxíx-X-V^ a<1-\-x'1') . „p(x-\-V a24-oc2)=  \ ----- > ' 4-C ,
J  a?Va*+x2
hol C a tetszésszerinti állandó ; ezen egyenlet még így is 
irható :
x 3dx . x 3p(cc-|-P" a2-j-a?2)=
V  a24-£c2 3a
az ismert minta szerint továbbá á ll:
2 a2í x 3dx !V^a2-f ;P ^  a 2 - J - a
+ 3 ? + ° '’ 
V a2-}-»;2 ,
s ennek folytán kapjuk :
/ . ,/•--------n (íc2—2a2)Ka?2-|-aa+íB3 ’ , n
pOH- ^ « 2+ *  2) = - ---------- - 3 ^ --------------- K  í
ha ezen egyenletet (a?—^ a ^ -^ x 1) különbséggel szorozzuk, 
lesz :
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___[(a?2—2a2)Vra 24-cc2+ a ; 3J ( ^ a 2-|-a;2— x ) .
C Vál+ x*— Cx, 
minek rövidítése után áll még :
aqp_—x 2—2a--\-2xV aq-\-xq \-CV a1-\-xq—Cx ;
mivel végre p z= ^-: könnyű módon nyerjük :
y = ~  ÖT. “  a*-  w +  lä* I xAxí ‘
^ ^ d x V  aq-\-xq-\-C',
hol C a második egészelésnek állandója. Minthogy az itt 
előforduló két egészlet könnyen meghatározható, a kérdéses 
x és y közötti viszony teljesen megtaláltnak tekintendő. Ha 
az állandók elenyészőknek vétetnek, akkgr áll : 
§aqy+Qaqx-\-x3==.2(aq-\-xl)Vr a2-j-cc2, 
mely szinte egy de nem teljes x és y közötti viszony.
(4-dik Példa.) Az adott külzeléki egyenlet legyen : 
(aqdyq-\-x<ldxq)dqy= nxdx3dyt
d<ly
melyet dx3-ú  elosztván, &sdy=pdx állván,lesz még:
(aqp2 -\-xq)dp-=npxdx)
ez pedig nyilván cc-re és p-re nézve egynemű egyenlet, mely­
ben tehát x= pu  tétetvén, lesz dx—pdu-^udp, s áll :
1 .) (al-\-uq)dp=npiulu-\-nuqdp, miből : 
dp nudu
p (1 —n)uq ’
minek egészelése adja :
, í udu *
mivel pedig ezen egészlet értéke szinte logarithmus, az állan­
dó szinte logarithmus lesz, s így áll :
% P = ö log[aq-\-(l -  n)u2]-\-logC,’2 ( 1— n)
miből, minthogy a logarithmusok egyenlősége a számok egyen­
lőségét is maga után vonja, áll :
298 FELSŐBB MENNYISÉGTAN.
2(1—nt
p= C [a 2-}-(l—«)«-] , és x~ p u  miatt :
2(1—n)
2.) x=Cu[a--1-(1—w)ií2] 
mely egyenlet x-ei adja M-nak függvényében, hogy tehát y is 
u-nak függvényében határoztassék meg, tudjuk hogy áll : 
dy—pdx, tehát
mivel pedig
y—p x—^ xdp (3 )
1—n
px— C^u^d1- ^ ^ —n)w2] , továbbá
3n—2
dp—Cn.udv\a<1-j - ( l—n)w2] ,
ezeknek helyettesítése adja :
n 2n — 1
4.) ?/=(72w[a2-j-(l—n)M-]1_u—OinJ 'u ‘1du[a'1')r (l — ?i)w2]I-n , 
mely egyenlet y-t adja w-nak függvényében, mihelyt az utolsó 
egészlet meghatározható. Azon esetre ha n = l ,  az \)  alatti 
egyenlet átmegy :
’ <2 ír
- r e  m i  h ö l  l o n v z = z
dp udu .. , » . 7—= —— iből lo<ip=rT—n-j-loqc,
p  a 2 2 a 2
avagy
7) U  ^  Y)log- — ——-, miből u—aV 2log-, tehát 
C ud* c
x^ ap^ í 2log^.
Az y változó pedig a 2) alatti egyenlet szerint lesz : 
y —ap-V 2log^—a V^ 2 *^ pdplog]^,
s igy mind x mind y jo-nek függvényében van kifejezve, mely 
két egyenletből ha p -1 kiküszöböljük, meg lesz a keresett x 
és y közötti egyenlet. Ha a 2) és 4) alatti egyenletekben
n = l  tétetik, lesz :J
E=Cií^a2-|-^M2^ 5, továbbá
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mi által tehát ezen kifejezések betüszámtaniakká váltak, s 
ugyanaz áll be e kővetkező esetekben is :
(5-dik Példa.) Adva van e következő egyenlet : 
adxdy<1-\ ■xidxdn-y=nxdy V  dxi-{~ai(d2y) 2.
Ha a behozott p és g-nak értékei tekintetbe vétetnek, ezen 
egyenletet még is lehet írni :
ap--\-x(lq'=znpxVr l-j-a2^ ,
mely egyenlet x és p  változókra nézve egynemű ; tévén tehát 
p = u x7 mindjp mind x el fog tűnni, s áll :
1) au^-^-q—nuV^X-^a^q1;
mivel pedig dp~udx-\-xdu, továbbá dp— qdx, áll szintén : 
qdx—udx-\-xdu, ,
miből következik :
. dx  du
x  q  — u
hogy pedig ezen egyenlet jobb része tisztán csak w-nak függ­
vényében fejeztessék ki, g-nak az értéke a fenebbi 1) alatti 
egyenletből kiveendő lesz, mely egyenletet ha négylegeljük, 
nyerni fogjuk :
2 2 aifiq  a2w4—n V
2 w4a% 2—1 n^a^u1—1 *
miből kevéB összevonás után kapjuk :
_om2-}-mtV  ^1 —a2n2w2-}-í*4tt4
2 Ö ¥ Ü M  >
ennek folytán továbbá áll :
u (  1 -1- a u — a 2a 2u2)-t-n tí V 1 — a 2n 2M8-4 -a 4u4
q — u = ——  --------------------- --------------------------------- --------- ,a<1niu '1— 1 ’
ezen érték pedig ha a fenebbi 2 ) egyenletbe helyettesíttetik, 
lesz :
dx du a^ri1^ — 1
x u 1 -\-au—a^n-u^-^-nV^ 1—a2/i2w2-J-a4w4 * 
mely egyenlet, hogy egészelésre alkalmasabb legyen, jó lesz 
bal részének mind számlálóját mind nevezőjét
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(1 -f-au—a2u2w2) —nV  1—a2/i2w2-f-a4w4 
különbséggel szorozni, mely alkalommal a nevező a négyze- 
tek különbségét adja, ezt pedig jó lesz ezen szorzókra bontani: 
(1—«2n%2)2-}-2 aw(l—a27i%2)-}-«<2M2—n-(\— ?i2a4w4 
= ( 1—a27i2w2)[a2w2( 1—n2)-f-l—n<l-\-2au\
=(a'1niu<i—l)[n2—1—2au-\-aP‘ul(n<1—1)], 
miknek következtében a fenebbi egyenlet még így áll :
dx__du (1-J-öm— alniu'1)—nV 1—a2n%2-|-a% 4
x ~ u ’ n-—1 ---2au~\~(n'1—l)a % 2
Ezen egyenlet pedig ha egészeltetik, nyerni fogjuk x-et w-nak 
függvényében ; mivel pedig p=ux, lesz p  szintén w-nak függ­
vénye, továbbá dy=pdx miatt, tehát y =  pdx , lesz szintén
y— I  uxdx} mi tisztán cc-nek függvénye lévén, az x és y kö­
zötti viszony meg lesz találva. Különös eset áll elő ezen egyen­
letnél akkor, ha n2=:2, tehát n ~ V 2 ,  melyben a fenebbi 3) 
egyenlet ebbe megy át :
dx du 1 -\-au —2 a-u1— ( t —a2n2)V  2 . 
x u ’ (1 —ttlí) 2
mivel pedig 1-j-cm— 2alut=.(\-\-2au)(\ ~au)} áll még :
dx du l- |-2 aM—(1 —au)V 2
x u ' 1—au
mely kifejezés számlálóját még így is szabad írni : 
l-j-3an—au—-V 2 — 2 au)í 2  -\-auV2 
= (1 — au)(l— \Z~2 ) - f  a«(3 -21^2), 
s így a fenebbi egyenlet még így is áll :
d x _  dug— V2) adu{3—2V2)
x u ' i —au '
mely egyenlet egészlete e következő :
logx= (l— 2)logti—(3—2Vr2)log(\-\-au)-\-logC 
avagy :
logx—logul~~^ 2—log( 1—-au)2~2^  l-\-logC, miből 
xu^ *- 1( l—au)3~^ 2 = 6 ',
ez pedig az x  és u közötti egyenlet, melyből a jkercsett x és 
y közötti viszony könnyen megtaláltatik.
magyar
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74.) (Egyenletek, melyekben p és q hányadosokon kí­
vül még y is fordül elő.) Ilyemü külzeléki egyenletek egé­
szelése legjobban eszközölhető az által, ha azokat bizonyos 
ügyes helyettesítés által első rendű egészletekre visszahozzuk, 
minek megtörténte után, az egészelés már könnyebbé válik. 
Ezen egyenletek legegyszerűbb alakja ez :
1} l í + A % + B
melyben A és B állandó mennyiségeket jelent. Hogy ezt 
első rendű egyenletre szállítsuk le, tudjuk hogy áll: dy=pdx
és q—^  , továbbá áll szintén d x = ^ } tehát q=^-~  ; s márOjob J) Cuí/
látjuk, hogy ha ezen értékeket a fen adott egyenletbe helyet­
tesítjük, ez úgy fog átalakíttatni, hogy az y és p  között csak 
első rendű lesz, tehát vagy p y-nak, vagy y p-nek függvényé­
ben könnyen kifejezhető; még pedig hayp-nek függvényében 
könnyebben volna kifejezhető, akkor tehetjük y = P , értvén 
P  alatt js-nek valamely függvényét, s lesz dyz=zdP;
mivel pedig dx=z—} áll még: d x = ~ , tehátLz+m,L'dP avagy xz
~P J  P‘J
mi által tehát x adatik ^j-nek függvényében.
Ha azonban könnyebb volna, p-1 2/-nak függvényében 
kifejezni, akkor írhatjuk : p — Y, értvén Y  alatt y-nak vala­
mely függvényét, s ekkor dxz=z— miatt lesz :
-IM I - j ' f + G
s így x megvan y-nak függvényében. Ha pedig a dolog úgy 
állna, hogy sem p t y-nak, sem y-tp-ndk függvényében köny- 
nyen nem lehetne kifejezni : akkor szükség lesz egy új u vál­
tozónak behozása, mi által könnyíttetni fogaz egészelés. Azon 
feltét alatt tehát, hogy az adott 1) alatti egyenlet lenne egé- 
szelendö, akkor azt nyilván még így is szabad írni : 
q~\~Ap-\-By—0,
hol q helyébe a fen talált érték tétetvén, lesz :
\-Ap-\-By=zO, avagy
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pdp-\-Apdy-\-Bydy=0 ,
mely egyenlet p és y között nem csak első rendű, hanem egy­
szersmind egynemű is, tehát p= uy  helyettesítés által egészel- 
hető, áll t. i. dp—udy-\-ydu, minek helyettesítése adja : 
dy(ii<1-\-Au-\-By)-]^uydu=0, miből 
dy . udu
y u^-\-AuA-B 
minek folytán egészelés által kapjuk :
. , i udu
lo9V+
=0 ,
í --\-Au-\-B= a
Hogy a még hátra-levő egészlet meghatároztassék, vegyük 
fel, hogy (w-|-m) és (w-|-n) azon két egyszerű szorzó, 
melyek szorzásából az {u--\-Au-\-B) szorzat ered, s lesz nyilván
A —m-\-n és B=mn, és ha az
törteire bontjuk, nyerni fogjuk :
( w - } - 7 n ) ( w - j - n )
törtet részlet-
, m P du n í du
loquA------- I —:----------- — 1 —r~ = C , következőlegvv i m—n j m—n j u-\-n
mIloquA----T 7  loqiu-f m)-^  1 m — n m—n
mely kifejezésből könnyű módon kapjuk :
n m
y=C(u-\-ri)m~n.(ti-]-m) m-n; 
mivel pedig p—uy , áll szintén :
log(u-\-n)—logC,
(ly (lU
minthogy továbbá áll : dx= —=  -p uy áll szintén
d * = -
du
u*-\-Au-\\-B ’ 
miből szétbontás útján nyerjük :
minek egészelése után lesz :
1 ,
1 1(• du
m—n \ u-\-m
u-\-n L f1 Iu-\-m
tehát mind x mind y u által van kifejezve, w-nak kiküszöbö­
lése által tehát a keresett x és y közötti viszony jön létre.
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Azonban sokkal csinosabb módon fog az adott egyenlet 
egészelése véghez vitetni, ha megfontoljuk, hogy áll : 
dy ndu mdu
y (m—n)(w-j-w) 
mdu
m dx~-
(m— ’ 
. mdu
továbbá
(m— ’
du
(m— n)(ií-|-w )
miknek összeadásából ered :
— 4- mdx— ------ :— ,y 1 w-J-n
és hasonló módon nyerjük :
dy . , du—-\-ndx~ ------.— ,y ' u-\-m
mely egyenletekből azonnal kapjuk :
logy-\-mx=loga—log(u-\-n) , és
logy-\-nx=logb—log(u-\-vi) ,
melyekben loga és logb az állandók logarithmusai. Ezen két
egyenletből pedig következik :
7 (u4-n)y , 7 (u-\-m)ylog-—■——= —mx, es log-—  ^ = —nx y
és ha e a természetes logarithmusok alapszáma, lesz még :
w-4-n=-tí~ mx, továbbá : íi-j-m=-e~nx,
y  y
mely két egyenlet kivonása által ered :
m—w=-[óe~nx—ae~mx] , avagy:
1 r
1 :
és az állandók változtatása után :
«). y=zA'e~mx-f-ß/e~nx,
mely egyenlet, minthogy két tetszésszerinti állandóval bír, 
az adott egyenlet teljes egészletének tekintendő.
Itt azonban meg kell jegyeznünk , hogy a most megta­
lált egészlet csak azon esetre áll, ha az (u-\-m) és 
szorzók valósak és nem egyenlők, avagy inkább : ha az 
íííí-|_4 m4 -5 = :0  egyenlet gyökei, melyeket —m és —n által 
jelöltünk, valósak és nem egyenlők. Hátra van tehát meg­
mutatni, mily egészlettel bír az adott egyenlet azon esetre, ha
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a fen említett egyenlet gyökei vagy egyenlők, vagy képze­
tesek.
E végre mindenek előtt szükség lesz, az m és n mennyi­
ségeket A és B tényezők által fejezni ki, mit e következő 
egyenletek által lehet eszközölni :
A=-m-\-n , és B—mn , áll t. i.
A <*=m(2-\-2mn-\-n‘1, tehát:
miből B -1 kivonván, lesz :
1 „ „ m2 mn . n2 f  m—n \ ‘í ,
~A-— B — -^------- 2^‘ “^'4 =  V “ 2“ )  7 következoleS
1 / ~ 1 „ m —n , 1 m-\-n
W  \ A B  ==—Y~  ; es 2A== ~ T ~  ’ honnan :
m=4  ^ + \ /  és \ A^ B ’
mely kifejezésből már világosan látjuk, hogy ^ A*^>B esetre 
a kérdéses egyenlet gyökei valósak de nem egyenlők.
i?^>^.á2 esetre azonban, már a gyökök képzetesek lesz­
nek, végre : B = -A 2, tehát : - A 12—B= 0 esetre az említett
egyenlet gyökei egyenlők lesznek. Három eset lenne tehát 
itt megvizsgálandó, s vegyük fel legelőször; hogy :
s tegyük rövidség okáért :
^A= k, és ^ A 2—B = r : lesz :
m—k-\-r} és n = k —r ,
miket a fenebbi általános «) alatti egyenletbe tévén , nyerni 
fogjuk :
y= A'e-(k+r>-\-B'e-(k- r)*=e-kx.(A'e-,'*-\-B'erx) , 
mely kifejezés az első esetnek teljesen megfelel.
Vegyük a második esetben : Z7^> /^42, akkor megint te­
hetjük :
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\A = k  és y y * - B  =  r V - 1, lesz :
m—k-^-rl^ — 1 és n=k-^-r,f következőleg 
y= e~íx. [A‘ evx^ ~ x\
mivel pedig a külzeléki hánylatból tudjuk, hogy áll :
erxW — \-=cosrx_^_y—\sinrxy és e~rx^ ~1=cosrx— V  — 1 sinrx, 
ezeknek helyettesítése, e következő eredményre vezet : 
y=e~ kx [(A' -\-B')cosrx-\-(B'—A ') Vf— 1 sinríc], 
és az állandók változtatása után :
y — e~~kx(C.cosrx-\-C'sinrx), 
mely teljes egészlet a második esetnek felel meg.
Végre a harmadik esetben, melyben áll : —5=0,
lesz nyilván r = 0 , mivel pedig tehető :
erx=l-l-rcc, és e~rx= l —rxf 
ha t. i. a sor felsőbb hatványai elhanyagoltainak, «) képletünk 
szerint lesz :
y=e~íx((A'-\-B')-)r(Br—Ar)x)y 
és az állandók megváltoztatása után :
y=e~*\(C+C'x),
s ez a harmadik esetnek megfelelő teljes egészlete az adott 
külzeléki egyenletnek. Tárgyaljuk még e következő példákat: 
(1-sö Példa.) Az adott egyenlet e következő : 
ábd}y^=.dxVr y^dx^-^-a^dy*1, 
melyet még így lehet írni :
abq— VyíJf-a1])-, és miatt
____dy
abpdp=zdyV y<1-\~a^p<1)
mely egyenlet mint látjuk p és y-ra nézve egynemű, ezen vál­
tozókat tehát szét lehet választani, ha p=K  tétetik , mineku
folytán lesz :
,  udy—ydu
dP— 77^ ?
s ennek helyettesítése adja : 
dy abdu
y1)
du ab
abu- V  n.2-{-? u ab-
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Hogy pedig ezen kifejezést egészeim lehessen, mindenekelőtt 
az okszeriltlenséget kell eltüntetni, mivégre teendő :
a-V"al-\-ii2=su, s lesz
du
—p  tehát
1
minek helyettesítése adja :
dy  bsds
y bsl—as—b ’
d y _  _ 
y
és tévén 
sds
—2 c, lesz
s -— 2 cs—1 7
ezen egyenlet jobb részének egészelésére látjuk, hogyaneve­
ző egyszerű szorzói =( s —c— és (s—c-j-V^c<2-}-l), ha
tehát az sj2—2cs— 1 
s
törtet részlet törteire bontjuk, lesz :
c-|- V  c ~ —j— 1
s-—2sc— 1 2 V V -f l(s— c— W -f - l)
c— V
~  2 (s—c +  V V + l j ’
minek folytán könnyen jutunk e következő egészletre :
2 V  c2- f \.logy=z—(c + V  c2+ l ) J — —^ = | - f
( c _ í -------ds— ,
j  s—c-\-V^c”—|— 1 
s az egészelés megtörténte után :
- log(s—c— K ^ p T )c+'/ ^ ri, 
mely egyenletet még így is írhatni :
> 3 r . _  C [ s - c + V ^ + Í Y - ^
mely egyenlet segítségével y-t kapjuk s-nek függvényében; 
legyen tehát y= S, értvén S  alatt s-nek valamely függvényét,
lesz dy— dS, és mivel p=r- e^sz sz'litén p ~ ~  , ámde
W — 1
következőleg
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p-
d x~ -
■SI/V---1
a
adS
végre d x = C~- miatt áll 
P 
asds
£K s2— 1 2cs— l)K s2— 1
mi által tehát x  szintén s-nek függvényében van kifejezve , s 
mivel ebből a kifejezésből az okszerütlenség könnyen eltün­
tethető, az egészelés nem járand nehézséggel. Lesz tehát előt­
tünk két egyenlet, melyekből ha s-et kiküszöböljük, a kere­
sett x  és y közötti viszonyt fogjuk nyerni.
(2-dik Példa.) Adva van e következő egyenlet : 
dy2—yd'^y—n V dx'1dyi-\-a<l{dcly f ‘^ 
mely egyenletet még így is írhatni :
»S=V£.+-<3)‘
és ha itt is p és g-nak értékeit behozzuk, lesz :
ffol,
dx'1
7)dl0 rDCÍT)ez egyenletben pedig ha <p=p?í, és q ~ - j  - miatt l—~-—pu(X1] Cl/Xj
p i—qy— n V  p~-\-a4q-, 
v rq= u
tétetik, minek folytán lesz : dp— udy, álland : 
p —uy—n V  1-j-a*ul,
mely egyenletet külzelvén, nyerni fogjuk :
na^ududp—udy -  ydu=- _ —_ ,
V l - j - a 2« 2
és ha itt dp-nek fenebbi értéke tekintetbe vétetik, lesz 
, na^udu—yd\i——p====- avagy :
duh űV  l-j-a% 2
miből külön-kiilön állnia kell :
na-u
—0
du= 0  , és y-j- =0 ,V  1-j-a^M2
ezen egyenletek elseje adja :
u=c t^ -bát dp=cdy, miből y=.cy-\-b) és
d x= — miatt áll szintén dx=z— r^T miből p cy-\~b
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x— -log^cy-^b)-^^, avagy cx—Jog{cy-\-b)-\-c',
hol c' az egészelésnek állandója. A második egyenlet adja ’•
na^u
y-
mivel pedig áll :
V 1 -j- « 2
^ dp=. udy—uy— |  ydu.
ha y helyébe az érték tétetik, lesz :
a2udup— uy-\-n — uy-\-n V  1-j-a2w4, avagy
P-
na2u2 . n-\-na2u2
^72 'K l + . a'u1 V l- \ -a 2 „fi
tehát rövidebben :
P V l + a W ’ 
ennek folytán pedig kapjuk :
_dy dyV^ 1-J-a2« 2
p n
ha továbbá ?/-nak fenebbi értéke külzeltetik, lesz :
_ na2 du
( V~~~{ 1 - f A 2) V  T + Ä 2 ’
mely értéket az előbbi egyenletbe tévén, lesz :
a2du
d x= —j~~|— ? miből x —C—a.circlgau, avagy
C—x arctg.au— ----
Ha végre az 1) alatti egyenletből w-nak értékét kikeressük, 
lesz :
yu = ——=====., s így
i f  9 9 9 'av iva1—y*
V  C—X  . , .  . 1  u
«rctg. i/~ o o ~~l=  —  >lU Ped,S az «™«nw=nrc.ty— =  K n^ Gr—y* u v 1 —u
képletet tekintetbe vevén, nyerni fogjuk :
C—x . y , . C-—x------=arcsin , s így y— na.sin------,a na \ #
s ez a keresett x és y közötti viszony.
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d2y du75.) 0 egyenlet egészelóse.) Ezen
egyenletben P  és Q többé nem állandó mennyiségek, hanem 
a?-nek függvényei 55? és 5-nak értékeit megtartván, ezen egyen­
letet még így is írhatjuk :
q-\-Pp+Qy=0,
ide pedig tévén : p=:uu, és q=vy nyerni fogjuk :
1.) »-J-mP + Q ssO, miből v— —uP—Q.
Továbbá dy—pdx miatt áll szintén : dy~uydx, végre kell, hogy 
álljon :
dp—udy-\-yduf és minthogy dp=qdx} nyerni fogjuk : 
vydx— udy-\-ydu, miből kapjuk :
& -■ > -  továbbá %  vdx- du-- =udx,y
udx=.vdx— du miből
következőleg
I, I du 
V = u + d x ’
mely érték ha 0 helyébe az 1) alatti egyenletbe tétetik, lesz :
Pu+ Q = 0 , avagy
2 .) du-{-u2dx-\-Pudx-j-Qdx=0} 
mely egyenlet már u és cc-re nézve első rendű, és az adott 
egyenlet első egészletének tekintendő; az előrebocsátott mű­
tétéi tehát azt mutatja, miként szállíttatik le a fen adott má­
sod rendű külzeléki egyenlet, első rendű egyenletre; és csak 
az sajnos, hogy a fenebbi 2 ) egyenlet csak ritkán egészelhe- 
tö, mert ha ennek egészelése mindig lehetséges volna, nyeret-
nék u mindig a;-nek függvényében, s minthogy <^= u d x ) 
lenne :
logy —^ udx, tehát ?/=e^udx,
s ez volna az adott egyenletnek egy részletes egészlete.
Az utolsó egyenlet segítségével, a fen talált 2) alatti 
egyenlet sokkal rövidebb és csinosabb módon származtatható ; 
tévén ugyanis :
nyerni fogjuk :
y
/udx — oi
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W -  ésdx ’ ~~ dxl " Voice
miket az adott egyenletbe helyettesítvén, lesz :
du-^-iddx-^-Padx-^-Qdx^O, mint előbb.
Ezen egyenlet más alakban is terjeszthető elő, ha t. i. u— Mz 
tétetik, értvén M alatt cc-nek határozatlan függvényét; mert 
akkor áll :
du— Mdz-\-zdM, következőleg 
Mdz-\-zdM-\-M2z2dx-\-PMzdx-\-Qdx=:Q, avagy 
Mdz+z(dM+PMdx)-\-M2z2dx-{-Qd.r=0 ; 
most pedig könnyű belátni, hogy AI függvény mindig úgy vá­
lasztható, hogy a z-vel ellátott tag elenyésző legyen ; tévén 
tehát :
dM-\-PAIdx~0, lesz - ^ = 1— Pdxy következőleg,
logAI=z— í Pdx-\-C, s így Al=C'.e ^ ldx,
9'
mi által M  függvény teljesen meg van határozva, egyenletűnk 
tehát ebbe megy át :
Mdz-}- APz -dx-\- Q dx=0 , 
melynek egészelése azonban még mindig nehéz.
76.) -f- By — 0 egyenlet egészelóse.^
Ebben A és B alatt állandó mennyiségeket kell érteni; s ám­
bár ezen egyenlet az előbbiekben már tárgyaltatott, azért 
mégis érdekesnek tartjuk, itt megmutatni, miként egészelhető 
ezen egyenlet sokkal rövidebb és csinosabb módon. Ha t. i. 
benne tétetik :
d y
dx'1
y—e f táx , akkor áll :
?,2.e/rdx4- ~~.ejráx, továbbá:dx dx
minek folytán egyenletünk ebbe megy át :
r--\- ~  -\-Ar-\-B= .0 , miből kapjuk :
dx— - drr'*-+Ar+B , s így :
a). r  dry r '+ A r + B -
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Ebből tehát látjuk, hogy az «adott egyenlet egészelése azon 
egyszerű szorzóktól függ, melyekre az (»*-—]— A másod 
fokú szorzat bontható. Ha ezen szorzók (r—m) és (r—n) vol­
nának, tehát r— m,és r = n  az r--|-«ár-|-Z?=0 egyenlet gyökei, 
akkor lenne :
s látjuk, hogy r állandó mennyiség, m és n tehát szinte állan­
dó mennyiségek lesznek, s így «áll :
f  rdx= tf  mdx—mx-\-C, és J*ndx— nx-\-C' , 
miből azonnal az adott egyenlet két részletes egészletét lehet 
kapni, áll ugyanis :
?/z=emxá'(-z=rec.emxrr A'emx} és 
y—=enx-{-C/—:A,,e,'x.
Ezen két egészlet részletesnek azért mondatik, mivel mind­
egyike csak egy állandóval bír, míg az adott egyenlet teljes 
vagy általános egészletében két állandónak kell elő fordulnia. 
Nincs tehát egyéb hátra, mint annak megmutatása, hogy ha 
a fenebbi részletes egész letek mindegyike megfelel az adott 
egyenletnek, összegüknek szintén meg kell felelnie az adott 
egyenletnek, s így : y—A'emx-\-A"enx az adott egyenlet általános 
egészletének lenne tekintendő. Ha az adott egyenletben tété" 
tik : y= A 'emx-f lesz :
1) ; 
ha pedig ugyanabban tétetik : y —j."önx, lesz :
2 ) H"enx .(n2- M n ;
ha végre az adott egyenletben írjuk :
y=^l'emx-|-«4"enx, nyerni fogjuk : 
Ate^.{rn,1-\-Amdr B)-\-A"ea%.{n'1-\-An-\-B)=0, 
mely egyenletet az előbbi 1 ) és 2 ) egyenletekkel összehason­
lítván, látjuk, hogy ezen két tag mindegyikének külön elenyé­
szőnek kell lenni, összegük tehát szintén elenyésző lesz, s így : 
y = A ‘ emyL-\-A"ex''lí
szintén az adott egyenlet, még pedig teljes egészletének te­
kintendő, mivel benne két tetszésszerinti állandó fordul elő. 
Ezen egészlet azonban csak azon esetre áll , ha m és n való­
sak és nem egyenlők; ha tehát az r--\-Ar-\-fí— 0  egyenlet 
gyökei egyenlők volnának, azaz : wí=?>, akkor a fenebbi egész­
let így állna ;
J*rdx=mx-]-log(C-\-x)-\-C' , következőleg
y = eC/'''mx+l0S(C'*':s)= e c'.emx.(C,-f-a3) , avagy : 
yz=B/e™*(C-\-x)=emx(B'C-\-B'x) , 
és ha B'CzzzB" tétetik, lesz még :
y=»1ax(B ''+ B 'x) ,
s ez is az adott egyenlet ez esetbeni teljes egészlete, mint­
hogy az két tetszésszerinti állandóval van ellátva.
Hátra van még azon esetnek a megvizsgálása, ha az 
r 2-j-;4r-}-J5=0 egyenlet gyökei képzetesek.
Ez esetben mind a két gyök nyilván aázbV  — 1 alakban for­
dul elő, s áll :
f  rdx—ax-+-bxVr—1 -|-C, mit így is írhatni :
J* rdx=a(x-\-c) ~4~ — 1 ,
hol c a tetszésszerinti állandó, ebből továbbá kapjuk :
J* i'dx^zaxúzbxl^ — 1-j-aczkbcV"—1 , 
tévén pedig ; eac'*'bc'/ ~1= B \  és e*c~'bc^ ~ 1=xB"í y-ncik érté­
ke ez lesz :
yz=eax.(.B'.ebx^ ~ 1-|-.B"e~bx^ ~ x) ; mivel pedig áll : 
gbx^—i=C0SJÍC_|_l/'—i sinbx, és 
e_bx^  ~l—cosbx— —1 sinbx,
áll még :
yz=zeix[(B'-\~B")cosbx -j--{B'—B")Vr —-1 sinbx] , 
mely érték, az állandók megváltoztatása után, így is írható • 
y—e**(Dcosbx-\-D'sinbx) , 
mint ezt az előbbiekben már meg is találtuk.
77.) (dty+Pdxdy+Q ydx-^Xdx'1 egyenlet egésze­
lése.) Ez egyenletben P , Q és X  tényezők x  függvényei­
nek tekintendők, és maga az egyenlet még így is írható :
mely érték meglévén, áll szintén :
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Hogy azon módot lássuk , mely szerint ezen egyenlet is egé- 
szelhető, tétessék benne :
yz=u.v, s lesz : dy—udv-^-vdu , továbbá : 
d'1y—2dvdu-\-ud-v-\-vd'1u ,
miknek helyettesítése által, az adott egyenlet e következő 
alakot kapja :
2dvdu-\-ud'1ü-\-vdlu-\-Piidvdx-\-Pvdudx-\-Qvudx’2=Xdx'1, 
mely egyenlet rövidítésére v változó úgy lesz meghatározan­
dó, hogy az ?í-val ellátott tagok elenyészők legyenek, s ennek 
folytán e kővetkező egyenletre fogunk jutni :
1). d'iv-\-Pdvdx-\-Qvdx'1= 0 , avagy:
+^pS+Qo=0’
mely egyenlet már ismert alakú lévén, az előbbi elvek szerint 
meglehet u-t határozni cc-nek függvényében , minek megtör­
ténte után, a még hátra maradó egyenlet lesz : 
2dvdu-\-vdlu-\-Pvdudx=zXdx<1, 
ebben pedig tétessék du= sdx , s lesz d^u—dsdx, minthogy 
dx állandónak vétetik, s áll :
2sdv-\-vds-\-Pvsdx=Xdx,
mely nevezetes egyenlet, ha vefFix szorzóval szoroztatik, egé- 
Bzelhetövé válik, mert áll :
2svdvefFáx vqd$efFA*-\- Pv't,sdxdrá*z=zXvdxefFA*}
mely egyenlet bal részét figyelemmel megtekintvén , látjuk,
hogy ez a v -séf™* szorzat teljes külzeléke; egészelés által te­
hát kapjuk :
~fpáxdx í
- * - y
ebből pedig kapjuk :
mivel pedig du— sdx, következik :
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m=   ^■ jV^ dX  ^eftd*Xvdx , 
s minthogy végre y— u v , áll szintén :
2 ) f td*Xvdx,
mely egyenlet, minthogy v íc-nek függvényében adatik, az x 
és y közötti viszonyt kellőleg terjeszti elő, mihelyt v a feneb- 
bi 1) egyenletből meghatározható.
Az eddig mondottakból tehát látjuk, hogy az adott 
egyenlet egészelése az 1) alatti egyenlet egészelésétöl függ; 
miből azonban nem következtethető, hogy ha az \)  alatti 
egyenlet nem volna egészelhetö , az adott egyenletet sem le­
hetne egészelni, mert sok esetet lehet előterjeszteni, melyek­
ben az adott egyenlet egészelhetö a nélkül, hogy az 1) egyen­
let egészelhetö volna. így azon esetre, ha P—0 és Q—ctx, az 
1) alatti egyenlet ebbe megy át :
d-v-\-axvdx'1— 0  ,
melyet nem lehet egészelni, de nem úgy áll a dolog az eredeti 
egyenlettel, mely így áll :
dly-\-axydx<i— Xdx'2,
mely sok esetben egészelhetö, nevezetesen pedig, ha jj— ßxa
tehát cZ2^ / = 0  tétetik, mely esetben áll :
ßx<1dx'1=Xdx°-, miből : következőleg
d°-y-\-axydxi"=.ßx(Ldx‘1,
mely egyenletnek az y= — érték nyilván eleget tesz, ezen
érték tehát az adott egyenlet részletes egészletének tekin­
tendő ; vájjon pedig általános egészlettel bír-e vagy nem, 
még kétség alatt van.
78). (.P-y+Adxdy+Bydxt—Xdx* egyenlet egósze-
lése), melyben A és B  tényezők állandó mennyiségek , és 
csak X  íc-nek valamely függvénye. Ezen egyenlet első meg­
tekintéséből látjuk, hogy az előbbi szám ban tárgyalt egyen­
lettől csak abban különbözik, hogy P és Q változók helyett, 
az A és B  állandó mennyiségek fordulnak elő ; az egészelése 
tehát ezen egyenletnek szintúgy lesz véghezviendő, mint azt
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az előbbi szám mutatja. Tévén t. i. i j— u v , a fenebbi szám 
feltétéit megtartván, e következő két egyenletet fogjuk nyerni:
1) . d-v-^-Advdx-^-Bvdx^^zO, és
2) . vd -u -\-2 d ü d u -\-A v d ic d x — X dx '1>
és könnyű belátni, hogy az előbbi szám 2) alatti egyenlete, a 
most adott egyenletnek egészletét is adja, mihelyt benne 
P — A  és Q— B tétetik, minek folytán lesz :
J*A dx= A x, következőleg
o\ í e~ A* d x C  . .
3) V— v ) \  e Xvdx.
Hogy pedig u-t lehessen kiküszöbölni ezen egyenletből, az 
1 ) alatti egyenletet egészein! kell, melyről már az előbbiekből 
tudjuk, hogy egészelése az egyenlet megoldá­
sától függ ; feltévén tehát, hogy ■
lesz : a kérdéses 1) alatti egyenletnek egy részletes
egészlete, ugyanazon egyenletnek teljes avagy általános 
egészlete tehát lesz :
v=Be~~ms-\-B'e~nx.
Itt elégséges lesz, csak a részletes egészletct hozni számítás­
ba, melyet ha v helyébe a fenebbi 3) egyenletbe helyettesítünk, 
lesz :
f - ’H
y — e ~ m x  V eO n-n)x^ I enx X d x  ,
minthogy A=m-\-v, és B— mn. Ez egyenletben pedig, ha rö­
vidség okáért tétetik :
e(m n)xdx= dR  és ^  e"xX d x = S , áll :
7/ = tí-mx j  SdR=  
mivel pedig áll :
R -
ze~™(RS—^  RdS);
l0 ‘
í* g(m—n)x
lesz még:vn—n
y- ■ s -
,—mx /*
« 3
emxX d x ,m —n vi- 
ide továbbá S helyébe értékét tévén, lesz :
0 I—n )y= e~ ax | e"xX dx—e~mx | emxX d x,
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ez pedig az adott egyenlet teljes egészlete, de csak azon 
esetre, ha m és n valós de nem egyenlő mennyiségek, mert 
ha X  függvény adatik, mind a két egészlet meghatározható 
lesz. Ugyanazon eredményre jutunk akkor is, ha v he­
lyébe e~nx, vagy a teljes egészlet is helyettesíttetik.
Egészen más lesz az adott egyenlet egészlete, ha az 
í,2-|-^lr-4-J5=0 egyenlet gyökei egyenlők, azaz m=n , mely 
esetben lesz r'1-\-Ar-\-B=(r-\-m)- ; akkor az 1) alatti egyen­
let teljes egészlete a 74)-dik szám szerint lesz :
v=e~mx(C-\-C‘ x), s mivel : A=2m  és B=rn", a 3) alatti 
képlet szerint lesz :
í*e~2mxdx C 9 __ ,y— v I ---- -—  l e2mxXvdx  ,
és ha megint tétetik :
áll még :
e 2mxdx f* „ „  . „---- -— = d R , es I e2mxXvdx=S  ,
u2 J
y= v  j  8dR=v(R8— j  RdS) ,
ha pedig v helyébe a fenebbi érték tétetik, nyerjük : 
e~2mxdx dxdR=
miből kapjuk :
R = -
e-2m\C -\-C 'x f~  (CA-C'xy ’ 
1 e~mx
C '(C + C x)~  C'V ’
ugyanazon helyettesítés adja még :
S=^e™Xdx(C+C’x ) ,
miket összeszedvén, könnyű módon nyerjük :
v R S = ~ ^ e ~ mx  ^ emxXdx— e~mx j  emxX dx ;
továbbá :
/» i r
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Cy= — i emxXdx— er em$Xdx-\-
r . T ( 9 ± £ ^ L ^ d x ,
mely egyenlet nagyon rövidíthető, s még így is írható :
mely egyenlet szintén összehúzható, ha megfontoljuk, hogy áll
mely egyenlet külzelése által kapjuk :
Xdx-\-emxXxdx—emxX xd x , avagy :
d.(y.emx)= d x^emxX d x , 
minek egészelése által nyerjük :
y— e- .MemxX d x ,
mely kifejezés az adott egyenlet egészlete a második esetben, 
még pedig teljes egészlete, minthogy kétszeres egymásutáni 
egészelés által, két tetszésszerinti állandó is fog nyeretni. 
Egyszersmind könnyű belátni, miként kell eljárni a harmadik 
esetben, melyben az r2-\-Ar-\-B-=.0 egyenletnek képzetes 
gyökei vannak.
79). (d2y-\-Adxdy-\-Bydx2= X dx2 egyenlet tárgyalása.) 
Itt ezen egyenlet tárgyalását még egyszer elő veszszük azért, 
minthogy meg akarjuk mutatni, hogy ha ezen egyenlet egyik 
részletes egészlete adatnék , annak teljes egészletét is köny- 
nyen meglehet határozni. Tegyük fel tehát, hogy y— t egy oly- 
féle érték, mely az adott egyenletnek eleget tesz , azaz : hogy 
y ~ t  a kérdéses egyenletnek egy részletes egészlete, akkor, 
dy— dt és d2y= d 2t miatt, áll :
1 .) d2t-\-Adxdt-\-Btdx‘í=:Xdx‘l.
Tegyük továbbá a fen adott egyenletben yz=t-\-z, lesz dy— 
dt-\-dz, és d2y= d2t-{-d2z, s nyerni fogjuk :
d2t-\-d2z-\-Adxdt-\-Adxdz-\-Btdx2-\-Bzdx2= X dx2}
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és tekintetbe vévén rao3t az 1) alatti egyenletet, áll : 
d2z-\-Adxdz~\-hzdxl~  0 ,
mely egyenlet már ismeretes előttünk, minthogy egészelése 
r2-\-Ar-\-B=0 egyenletnek megoldásától függ; ha tehát m és 
n ezen egyenlet gyökei, lesz A—m-\-n és Bz=zmn,és az előbbiek 
szerint, ezen egyenletnek teljes egészlete ez lesz : 
z= B e-mx-\-B'e~,,x,
mely érték helyettesítése által kapjuk :
y=zt-{-Be-m*-\-B'e- nx,
mint teljes egészletét az adott egyenletnek. Példa gyanánt ad­
va legyen e következő egyenlet :
d2y-\-Adxdy-\-Bydx2= d x2\n(n—\)xn~~2-\-nAxn~1-\-Bxn\  
akkor ezen egyenlet első megtekintéséből látjuk, hogy y—x" 
annak egy részletes egészlete, minthogy :
dy~ nxn~1dx és d2y —n(n—l)xn~2dx2 miatt, 
ha mind ezeket az adott egyenletbe helyettesítjük, ezen egyen­
letnek meg lesz felelve, s így annak teljes egészlete lesz ' 
y=zxn -\-Be~mx-\-B'e~nx.
8 0 . ) ( % + ^ H - a ^ - f ^ / = = 0  egyenlet egészeló-
se.) Ezen harmad rendű és első fokú külzeléki egyenletben 
az A, B, C, és D tényezők állandóknak tekintendők, és köny- 
nyü meggyőződni, hogy bizonyos feltétek alatt, ezen egyenlet­
nek is y=zeTX alakú érték felel meg, minthogy nyilván áll :
% * * * ,  és p L —  V»,dx dxi dx3
miket az adott egyenletbe tevén, (elx-et kihagyva) lesz, :
1 )  6V2- f Z ) r 3= 0 ,
mely új egyenlet nyilván harmadik fokú, az r mennyiségre néz­
ve, s már kétségkivíili dolognak tekinthető az, hogy r-nek 
mind azon értéke, mely ezen egyenletnek megfelel, az adott 
külzeléki egyenletnek is meg felel, ha azt az y= erx kifejezés­
ben helyettesítjük r helyébe; miből már következik, hogy 
y—(?x az adott egyenlet részletes egészletének tekintendő.
Mivel továbbá az 1) alatti egyenletből három érték kap­
ható r részére, következik, hogy az adott egyenletnek három 
részletes egészlete is lesz, melyek mindegyike eleget tesz az 
adott egyenletnek. Ha tehát az 1) alatti egyenlet gyökei a, a'
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és a"-el jegyeztetnek, az említett három részletes egészlet e kö­
vetkező lesz :
y— eax, y— 6a'x, és y— ea"*?
melyek mindegyike megfelel az adott egyenletnek, de azok 
szerint, miket a 76) szám alatt megállapítottunk, a &eax, k'g'x és 
&"ea"x értékek szintén megfelelnek az adott egyenletnek, hat. 
i. k} k', és k" alatt tetszésszerinti állandókat értünk. A kere­
sett részletes egészletek tehát így is állíthatók elő : 
y=ktía*, y— k't**-, és y=&"öa"x; 
továbbá a fen említett szám alatt megmutattuk azt is , hogy 
ezen részletes egészletek összege is meg felel az adott egyen­
letnek, azaz :
y=zkea-*-\-k'ea's-\-k"ea‘"x,
ez pedig, minthogy három tetszésszerinti állandót foglal ma­
gában, az adott egyenlet teljes egészletének tekintendő.
A fenebbi egyenlet a, a' és a" gyökei valósak de nem 
egyenlők voltak; feltévén tehát most, hogy ezen gyökök ket­
tője egyenlő, még pedig a—a' akkor az egészletnek ez eset- 
beni meghatározására, tétessék w, értvén w alatt egy
igen kicsiny mennyiséget, s lesz :
ea'x= e ax.ewx= e ax(l -j-wx)t
ha t. i. ewx sorba fejtetik, s annak magasabb hatványai elha- 
nyagoltatnak, ennek folytán pedig lesz :
keAX-\-k'ea'x=Ä:eax-}- k 'eax( 1 -j-iux), avagy 
=.eax{k-\-k' -\-k'icx)=eax(A'-\-A‘'x), 
minthogy a k‘ állandót mindig úgy lehet választani, hogy k'io 
szorzat véges mennyiség legyen. Ha pedig mind a három 
gyök egyenlő volna, azaz : a—a'—a", akkor teendő : a“—a 
-j-u?, és lesz :
2/= őax(A'-|-A"£c) -|-&"eaxeWx, 
és ha megint cWx sorba fejtetik, nyerni fogjuk :
yz=zeax^ A '-\-A ,'x-\-kt'-\-k"ivx-\-k"1^-^~ - f - .................
tévén pedig A‘-\-k"— B', A"-\-k"w— B'' és k"i --B"', áll
még :
yz=zeA%(B'-\-B"x-\-B‘' “x *).
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Ha végi'e a fen adott 1) alatti egyenlet képzetes gyökök­
kel bírna, melyek mindig csak páronként fordulnak elő, ak­
kor azoknak e következő alakja lesz :
—1 , és a'— ii—y V —1 ;
akkor a keax részletes egészletek összegében a és a'
helyébe ezen értékeket tevén, nyerni fogjuk :
mivel pedig tudjuk, hogy á ll:
e7jxl^_ —Xsiniqx, és
e—TiXV— i=COSrjx— V  —1 sinrjx,
ezeknek helyettesítése által az előttünk álló összeg ebbe 
megy á t:
e^x[(^+iT)cos»7íc-J-(/ir—K‘) V —lsinrjx], 
mely kifejezés az állandók változtatása után még így is áll : 
ß'.) efi*(Ecost]X-\-E'sinrjx)]
hasonló kifejezés nyeretnék pedig, ha a képzetes gyököknek 
még egy párja fordulna elő az adott egyenletben.
A*y da~ dn~ 2y & y  i az . ,___r81.) {-rZ-A-A-— ^A-BA-— %A-......... E -f A-Ny=0,
' yd x a * d x n~ 1 ' dx"~2~  d x '  ^ ’
általános egyenlet egészelése), mely egyenletben az A,
B ......... E, N  tényezők állandó mennyiségeknek tekintendők.
Ezen egyenlet egészlete szintúgy találtatik meg, mint az előb­
bi esetben ; bizonyos ugyanis, hogy ennek is y—=erx érték fe- 
lelend meg, mert áll :
dy d^y d 3y „ d uy-2-—re™. —?==rle™, —± = r 3erx............. —^ = r ne™,
d x  d x q ’ d x 3 d x n
miket az adott egyenletbe tévén, lesz :
«) rlí-\-Arn~1-\-Brn~,l-\- . . . . . . .  -\-Er-\-N—0.
Ezen egyenlet pedig, melynek megoldásától különösen függ, 
az adott egyenletnek egészelése, mint látjuk r-re nézve w-dik 
fokú, tehát r-re nézve n különféle értékeket adand, melyek 
mindegyikét az y— e™ egyenletbe tévén r helyébe, egy rész­
letes egészletet adand, miből következik, hogy az adott egyen­
letnek n részletes egészlet felel meg, ugyanannyi tetszéssze­
rinti állandóval; mely részletes egészletek összegéből az 
adott egyenlet teljes avagy általános egészlete áll.
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Ha tehát a, alf a3 ...................an a fenebbi a) alatti
egyenlet gyökei, az említett részletes egészletek e követke­
zők lesznek :
?/=Ceax, 2/=CV‘x, y— C'a***,.........y = C neanx,
hol C, C‘, C ",............Cn az n tetszésszerinti állandók. Ezek­
ből pedig e következő általános egészletet nyerjük :
y=Ce**-\-C'e!lLx-\-C"e,l**-\-C"'ea3*-\-................ -f-Oe anx.
Annyi részletes egészletek miatt, a hányadik rendű az adott 
egyenlet, lehetségesnek kell lenni ugyanannyi egyszerű kül- 
zeléki egyenletet képezni, a hány gyök az a) egyenletben 
foglaltatik, s valóban az y—eTX egyenletből ered logy—rx, kö­
vetkezőleg —= rdx , miből ~ —ry, avagy : — ry= 0 ,
mely már egyszerű külzeléki egyenletnek azon alakja, mely­
ből a részletes egészletek mind meghatározhatók, mihelyt 
benne r helyébe rendszerint az «) alatti egyenlet gyökei 
helyettesítetnek, így ha r = a  tétetik , lesz': 
dy
dx—ay— 0 , honnan logy=zax-\-c, tehát
?/=eax+c= e ceax=C'eax,
melyben már az első részletes egészletet látjuk; hasonló mó­
don pedig a x a2 ............an tétetvén r helyébe, a többi rész­
letes egészleteket is fogjuk nyerni.
Ha az a) egyenletnek két gyöke volna egyenlő, azaz 
a—ax akkor az előbbiek szerint, a megfelelő részletes egészle. 
tek helyébe, az általános egészlet eAx(B - \-B 'x )  része lesz teendő.
Ha pedig három vagy négy gyök lenne egyenlő, pél­
dául a=ra1= a 2, akkor az ezeknek megfelelő részletes egész­
letek összege helyébe lenne írandó :
e&* (B - \-B 'x - \-B " x ‘1).
Hasonló módon, ha négy gyök volna egyenlő, a = a ,= a 3= a 3 
akkor az ezeknek megfelelő részletes egészletek összege he­
lyébe teendő :
e™ (B -\-B ,x - \-B " x '1- \-B '" íc3), s. í. t.
Végre ha az adott a) alatti egyenlet, képzetes gyökök 
egy párjával bírna, melyekből eredő egyszerű szorzók, a va­
lós másod fokú (r <l-\-2arcos(f>-\-a<i) szorzatot adják, akkor eb­
ből kapjuk :
FELSŐBB MENNYISÉGTAN. I I .  B. 21
3 2 2 FELSŐBB MENNYISÉGTAN.
?’= —a íco syá z^ —lsinqp),
és az egészlet azon részének meghatározására, mely ezen két 
képzetes értéknek megfelel, csak az előbbi szám ß) alatti 
egyenletében fi— —acoscp, és ri=asinq> teendő, s a kérdéses rész 
lesz :
— e—acoa'?[E.cos(axsin(p)-\-E'sin(axsinq)')].
Példa gyanánt, meghatározandó legyen e következő 
egyenlet egészlete :
i d"y „
akkor ez e következő kettőre oszlik
! ■ )  » ” 2 / 4 :0 , és 2 .) any-
d"y
dxn 7 v dxn
Hogy az 1) alatti egyenlet egészlete meghatároztassék, 
szükséges lesz itt, egy pár különleges esetnek az egészelését elő­
venni, melyekből már világosan lebetend látni, miként kelljen 
bármely más esetben eljárni. Tegyük tehát először w = l, s lesz :
ay+ % = 0’ miből y—Ce~
mint ez már ismeretes előttünk. Tévén továbbá n = 2, lesz :
melyb' ii y —e}* tétetvén, nyerni fogjak : következő­
leg r=ázaVr—1 , mely két értéknek c következő két rész­
letes egészlet felel meg :
y — A e ,ax^ — és y = A ' e ~ A* ^  ‘, 
az adott egyenlet teljes egészlete tehát lesz : 
y = z A e AX^ ~ 1- \ - A ' e -  axl/~ 1,
mely kifejezés, ha a kitevős mennyiségek helyébe háromszög- 
tani függvényeket hozunk be, az állandók kellő változtatása 
után, e következőbe megy át :
y —fícosa x-\- B 's  i n a x f
s ez az adott egyenlet keresett teljes egészlete.
Tegyük továbbá n— 3, akkor egyenletünk így áll :
a3w-|— 0 , és ha y= eTX tétetik, lesz 
d x 3
r 3-j-«3= 0 ,
mely egyenlet gyökei e következők :
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T aa? ,
ezen gyökök elseje, e következő részletes egészletet adja :
y^=zAe~ax,
mi már ismeretes előttünk.
Hogy pedig a második gyöknek megfelelő részletes 
egészletet nyerjük, nyilván áll : 
dy adx . adx^ ö ^ y ---
j — 2 + ~ 2 - y - ' “ ibö1
^ = 1 + 0 ,
ebből pedig kapjuk :
y=:A‘e2 euxV ~1, hol n~ — .
Li
Hasonló módon, a harmadik gyöknek megfelelő részletes egész­
let lesz :
ax 9
y=A"e*
miket összeszedvén, a kérdéses egyenlet teljes egészlete lesz
ax
y~ A e~ &*-\-e 2 [(A'-\-A'‘)co8nx-\-(A‘—A")V  — 1 sinnx\, 
ha t. i. enx^ ~ í és e~nx^ ~ 1 helyébe háromszögtani függvé­
nyeket teszünk. Ezen kifejezés, az állandók megváltoztatása 
után így is írható :
)2 '  2
mindezekből pedig már látjuk, miként folytatandó a dolog, 
ha n helyébe még nagyobb kitevő tétetik.
Hátra van még a 2) alatti egyenlet egészelése, melyre 
nézve vegyük fel először n ~  1, áll :
dvay—•— = 0 , miből logy—ax-\-C,
CtvO
ebből pedig azonnal kapjuk : y=Ae**, mint az adott egyenlet 
teljes egészletét. Tegyük továbbá n=2, lesz :
a*y—— 0 , hol y ~ erx tétetvén, lesz
* dec* ’ *
r*—o2—0 , miből r—-ha, mely két érték, e következő két 
részletes egészletet adja :
21*
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y—Ae™ és y= A 'e~ax, 
az adott egyenletnek teljes egészlete tehát lesz : 
3/=J4eax-j-^4,e—ax.
Tévén végre a 2) alatti egyenletben n=3, áll :
a3y- d3yoíoc3= 0 , miből y-=erx esetére áll :
r 3—a3= 0 , miből e következő három értéket kapjuk :
a aV 3
4— -------- V  ----- 1 á s  r  — ----
2
a . aV^3 , — - ,
r=za  , r — —  --j------ -— V —  1 es r / — 1
2  * ”  ' 2 2 
ezen értékek elsejéből eredő részletes egészlet: y— Ae 
második pedig adja :
= A 'e  2 . enx^ —1, hol n— a V  3y
végre a harmadikból kapjuk :
2 g—nxV"—1
miket összeszedvén, az adott egyenlet teljes egészlete lesz:
y=Ae™-\-e 2 (A'e1^  - 1-\-A". — nxV' —1
és ha a kitevős mennyiségek helyébe itt is háromszögtani 
függvényeket hozunk be, az állandók megváltoztatása után 
lesz :
ax ^
y— Aeax -\-e 2 C aícko  . axV 3Bcos——---- \-B sin ) .2  ■ 2 
s így már látjuk, miként folytatandó ezen műtétéi.
82). (Külön megoldás.) Már a 69)-dik szám alatt, 
tárgyaltatott azon külzeléki egyenletek egészelése, melyek-
* r  t f, dyben x} y és p változók fordulnak elő, hol p=z— ; ezen egyen­
letek általános alakja tehát ez lesz :
1 ) y— cp(x,p) ■
ezen egyenletnek egészelése úgy is eszközölhető, ha azt x 
szerint külzeljíik, ez esetben t. i. áll :
dy_dqi , dtp dp __
dx dx ' dp dx ^  ’
így tehát, mint látjuk, egy x és p  közötti első rendű külzeléki 
egyenlet nyeretett, melynek egészelése által, az x és p 
közötti viszonyt nyerjük ; ha pedig az 1) alatti egyenlet se-
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gítségével p-t kiküszöböljük, a keresett x és y közötti viszony 
jövend létre.
Vegyük elő most egy ilyféle egyenletnek e következő 
alakját :
2 ) y = p x + f(p ) , 
akkor ennek kiilzelése adja :
dy=xdp-\-pdx-\-f'(p)dp, avagy:
0 = —dy-\-xdp\-pdx-\-f(p)dp , 
ezt pedig ha dx-c\ osztjuk, rövidítés után nyerni fogjuk :
3) xdp-\-f{p)dp= 0 , avagy d'p(x-|-/'(p))=r:0 , miből : 
dp— 0 , és x-\-f'(p)=0; 
ezen egyenletek elseje adja :
p = c , avagy = c , következőleg
y=zcx-\-c', ennek folytán áll szintén : 
qp("íc,p)=ccc-j-c'; és ha x= 0 f lesz : c'r^c/ifp); 
mivel továbbá áll :
x-\-f'(p)— 0 , áll szintén : p —cp(x), 
következőleg p— cp(c) ,
s így az eredetileg adott egyenlet ebbe megy á t ;
4) y=xc[)(x)-\-f((p(x)) , hozzá járul még :
5) y—cx-\-f(c) ,
mely utolsó két egyenlet csak abban különbözik egymástól, 
hogy az utolsó egyenlet tetszésszerinti c állandója, £c-nek 
meghatározott függvényévé vált az utolsó előtti egyenletben ; 
azért is a 4) egyenlet megfelel a 3) alatti egyenletnek , de az 
általános y=cx-\-c' egészletben nem foglaltatik; ez oknál 
fogva pedig a 4) alatti egyenlet külön megoldásnak (singu- 
laere Lösung) neveztetik. Miként határozandók meg ezen 
külön megoldások, e következő példákból fogjuk látni :
(l-ső Példa.) Adva van :
y = px-\-n  1  -\-p - ,
minek külzelése által kapjuk :
dy—pdx-\-xdp-]~
V \-\-p
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mivel pedig dy—pdx , áll még :
d jjfí np )\ í  1 - f-p9
dp—Q f tehát : p —c , és cc—{—
+ F
o,
mely értékek adják :
yz=zcx-\-n\f 1 -j-c2,
s ez az adott egyenlet általános egészlete. Ha pedig az adott 
és az utolsó előtti egyenletekből p-t kiküszöböljük, akkor á ll:
np"y—nV \~\~p1 avagy : yV l+ p '^— n, miből :
V i-j-p-
1
1 -4-r>2= —- , tehát : p— ~ V n2—w2,y- y
mit helyettesítvén, lesz :
y— n2—y24~ —
3 y 3 y , avagy : w2~-y 2~- V  n2—y-t miből
n"—x"2-^-y- ,
ez pedig az adott egyenlet külön megoldásának tekintendő. 
(2 -dik Példa,) Legyen az adott egyenlet : 
y=px-\-p — p 9, lesz ktüzelés által : 
xdp-\-dp—2pdp=Ö, avagy: (ce-j-1—2p)dp~0 , mibő): 
dp—0 , tehát : jp=c, s így : y^=pc~\~c—c2, avagy : 
yz=zc{x-f*l—o) az adott egyenlet általános egészlete.
Ha pedig az adott és cc-}-l—2p=0  egyenletekből p-t eltávo-
cc-j-1Htjuk, nyerni fogjuk : p- , s ennek következtében
4y=zx"‘-\-2x-\-1=(cc4-l)2,
B ez megint az adott egyenlet külön megoldása.
Az eddig tárgyalt, és az első rendű külzeléki egyenle­
teket illető külön megoldásra nézve, még azt is szükségképen 
meg kell említnünk, hogy egy olyféle külön megoldás, az 
adott egyenlet általános egészletéböl is könnyen nyerhető f 
minek alapját e következőkből fogjuk látni:
Egy első rendit x  és y közötti külzeléki egyenlet, mint 
tudjuk, e következő általános alakban fordúl elő :
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u) K x’ y> | . ) = ° -
azon feltét alatt tehát, hogy ezen egyenlet bár miféle módon 
egészeltetett, egészletében szükségképen egy határozatlan a 
állandó forduland elő, mely az adott külzeléki egyenletben 
nem jött elő; szabad lesz tehát az említett egészletet így elő' 
terjeszteni :
2.) F(x,y.a)—0,
melynek külzeléke így terjesztendő elő :
«0
most pedig, az előbbiekből tudjuk, hogy ha ez és a 2 ) egyen­
let segítségével a állandót kiküszöböljük, szükségképen fog­
juk nyerni, az eredetileg adott külzeléki egyenletet. Míg te 
hát az állandó a mennyiség a 2 ) alatti egyenletben a határo­
zatlanság jellemét megtartja, ezen egyenlet az adott külzeléki 
egyenletnek teljes avagy általános egészlete lesz. Ha pedig a- 
nak bizonyos meghatározott érték tulajdoníttatik, akkor az 
így nyert egészlet részletes lesz, végre y- nak minden értéke, 
mely az 1) alatti egyenletnek megfelel, ugyanannak külön 
megoldásául lesz tekintendő.
Ezen fogalmak következtében, a részletes egészlet és a 
külön megoldás azon közös tulajdonsággal bírnak, hogy mind 
a kettő megfelel az eredetileg adott külzeléki egyenletnek ; de 
abban különböznek egymástól, hogy a részletes egészlet, az 
általános egészletnek szintén megfelel, de a külön megoldás 
már nem.
Hogy tehát a külön megoldást az általános egészlet bői 
lehessen nyerni, tekintessék a változó mennyiségnek, minek 
folytán a 2) alatti egyenlet teljes egészlete lesz :
4.) ^ d x + ~ d y + ~ d a = z 0 ,’ dx 1 dy * 1 da
hol dF íratott d.F(x,y,a) helyébe. Ezen egyenlet nyilván át­
megy a 3 ) alatti egyenletre, akár állandó akár nem állandó az 
a mennyiség ; mert az első esetben lesz da=z0 , a második eset- 
dl?ben pedig lehet = 0 , mert a bizonyosan birhat, olyféle érté-
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kekkel, melyekre nézve ezen utolsó egyenletnek kell állnia. 
Ezen változó értékek tehát a
egyenletből mindig nyerhetők.
Ha tehát az ezen egyenletből nyert a-nak értékét be­
hozzuk a 2 ) alatti egyenletbe, akkor az által az \)  alatti egyen­
letnek egy külön megoldását fogjuk nyerni. Az eddig mon­
dottakból a külön megoldás meghatározására az adott általá­
nos egészletből, e következő szabály áll elő :
Külzeltessék az adott egészlet a benne előforduló állan­
dóra nézve, x_ és y  állandóknak tekintetvén, és az így nyert 
és az általános egészleti egyenletekből, a fen említett állandó 
küszöböltessék ki, az által egy x  és y közötti egyenletet fo- 
gunknyerni, mely külön megoldásnak tekintendő. Ezen szabály 
azonban nem alkalmazható akkor, ha a 2 ) alatti egyenlet :
(f{x,y)=a
alakra megy át; ezen egyenletet tehát a 2 ) alatti alakra visz- 
sza kell hozni. így a (2 -dik példában e következő általános 
egészletet találtuk :
yz=cx-\-c—c2, melyet c szerint külzelvén, lesz :
mit az általános egészletbe tévén, nyerni fogjuk :
4í/= (#-|-1)2,
mint az ismert külön megoldás.
(Példa.) Legyen adva e következő egyenlet :
cfo/2—xdxdy-^-ydx^^:0 , avagy :
miből találjuk :
dy x -\-V  x 1,—4y , mibőldx 2
2dy=xdx-\-dxVr x2—4y, avagy
minek egészelése végett tétessék :
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a?2— 4  y= u  lesz 2 xdx—4 dy=du, következőleg
^ -^ = = —2 x , avagy : V x n—  Ay— —x-\-a ,
hol q> a tetszésszerinti állandó ; ezen egyenletből pedig nye- 
retik :
4y—2ax-\-a'1= .0 ,
mint az adott egyenletnek általános egészlete ; ha pedig ezt 
külzeljük a szerint, áll :
—2x-\-2a~0 , miből : 2a=:2x, tehát : a— x , 
mely értéket az általános egészletbe tévén, lesz :
4y—2x~-\-x'i= 0  , avagy : 4y—x -= 0 , 
ez pedig az adott külzeléki egyenletnek egy külön megoldása 
Ezen megoldás magából az adott külzeléki egyenletből 
is közvetlen nyerhető; ugyanis a fen előterjesztett külzeléki 
egyenletet még így is szabad írni :
p 2—px-\-y=0  , s ezt p  szerint külzelvén, lesz :
2p—x=.Q , avagy : 4p-—4 p a : 0,  
és az adott egyenletet 4-el szorozván, és azt az utolsó egyen­
letből kivonván, ered ;
—4t/—cca= 0 , vagy : Ay—a?2= 0 ,  
ez pedig a fen talált külön megoldással ugyanaz, egyszersmind 
pedig ebből azt is látjuk, hogy ezen külön megoldás, magából 
az adott külzeléki egyenletből miként határozható meg.
83). (Egészelós sorok által.) Annak megértésére, hogy 
miben áll az egészelés sorok által, legyen y— F(x) egy bizo­
nyos határok között folytonos függvény, mely határok között 
azonban 0  is forduljon elő, lesznek nyilván :
y‘= F ‘(x) , y"=F"{x) , y ,"— F‘"{x)} y'v= F iy(x) ...........
az egymásra következő külzeléki hányadosok, melyeknek 
értékei azon esetre, ha bennök íc= 0  tétetik, rend szerint A if 
A 2, A3 , A4 . . . -val jegyeztessenek, valamint magának az 
adott függvénynek ugyanazon esetre álló értéke = A  legyen ; 
akkor már ismeretes előttünk, hogy a Mac-Laurin ttantétele 
szerint áll :
1) y= A -\-A xx-\-A2 -|-A 3 —  +  -^ 42^ 3 ^ 4 - ...........
minek kifejtése tehát semmi nehézséggel sem jár. Ha azon-
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ban y nem véges alakú egyenlet által adatnék, hanem vala­
mely adott első rendű külzeléki egyenletben fordulna éld, 
melynek alakja f(x , y ,?/')=0 , akkor ebből is nyerhetők vol­
nának e következő külzeléki hányadosok :
y'=(f(x, y ) , y"— y‘{x, y, y ‘) , y"'= (p"(x,y,y',y")........... ,
ezek segítségével pedig mindig lehetséges lesz, 
az 2/"=<p'(cc, ?/,?/') egyenletből r/'-et. 
az y"'=cp''(x,y,y',y") egyenletből y“-et
s í. t. kiküszöbölni, s így ezen eljárás által, az y ',y “,y ‘".......
hányadosokat tisztán csak x és y által kifejezni, melyekben az­
után x= 0  tétetvén, az A { , A„ , A3 . . .  értékeket fogjuk 
kapni, és ugyanazon értékeknek felel meg y— A , mint egy 
tetszésszerinti, de határozatlan állandó.
Ha pedig másod rendű volna az adott külzeléki egyen­
let, tehát f(x ,y ,y '}y") alakban fordúlna elő, akkor ebből e 
következő hányadosokat lehet nyerni :
y"=xp(x> y> y ') , y '“= y ‘0 , y} y \ y " ) ..................
ezekből pedig, mint ez előtt, az y", y‘" ........ hányadosokat el
lehet távolítni, s így ezen hányadosok mind, x,y  és y‘ meny- 
nyiségek által lesznek kifejezve, és ha bennök megint cc= 0
tétetik, akkor az yf y \  y", y " ......... hányadosok A, A t , Ae ,
A3 .........értékeket fognak kapni, és az A és A x mennyiségek
ugyanannyi tetszésszerinti állandókat képviselendnek, melyek 
azonban határozatlanok maradnak. Szintúgy tovább folytat­
ván ezen okoskodást, könnyű meggyőződni, hogy ha 
f(x , y> y >y' y ' , ' ) ==0  harmad rendű külzeléki egyenlet adat­
nék, akkor az 1) alatti egyenlet alkalmazása által, már há­
rom A , A lf Ao tetszésszeiúnti állandó jelenend meg.
Hasonló módon pedig az 1) alatti egyenlet helyébe a 
Taylor sorát is lehet használni, azon feltét alatt, hogy y= F(x) 
egyenlet lehozatjai, ha bennök x=x-]-h tétetik, még mindig 
folytonosak maradnak. Feltévén tehát, hogy x= a  értékre a 
nézve a
F(x), F'(x), F"(x)y F"'(x).........hányadosok
B , B l} _Ö2, B3 ............ értékeket nyújtják,
akkor a Taylor tantétele szerint áll :
F(a+ h ) = B + B t,+ B ,hj  +  B ^  +  Bt~  + .........
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és ha itt h—x —a tétetik, eredni fog :
2 ) F ( x ) - v= B + B ,(x - a ) + t í S X^ -  +  B S ? = ^ + .......
mely egyenlet igen alkalmas az adott függvény sorba fejtésére.
(1-sö Példa.) Legyen adva e következő külzeléki 
egyenlet :
*S+2l-+n5*y=0’avagy:
x y ' ' - \ - 2 y ' - \ - n " x y = 0 ; 
akkor ennek kiilzelése által kapjuk :
x y " ' - \ - 3 y ' ' - \ - n - x y ' - ] - n " y z = 0 , mivel pedig :
2y'y"~~— ^----nhj, ezen érték helyettesítése adja :
x<1y" '-J-y'iyi^x- — 6)—2n?y = 0  ,
mely egyenletekben cc= 0  tétetvén, nyerni fogjuk :
4^j =r0  , A „ = —^ n - A  , és 4 3= 0 .ó
További külzelés által kapjuk :
4 X  +  4P i  +  • * & + 2 n^ = 0 . továbbádx* T dx3 T dx* 1 dx 1
xp L + b p t+n*xpL +3 »  A  = 0 ,  
dxb 1 dx4 T dx3 ' dx* ’
általánosan tehát áll :
dm+íy i / i , 4 mu . .. dm~ly . . dm- 2y ^
mely egyenleteket így is szabad írni :
xyw+fy"-\~n,1xy"-\-2n2y /= 0 , 
xyv-\~5yn~\->i'1xy 3n *y‘ '= 0 ,
és általánosan :
xy{ t - f ( w—1)»V "“ ,)= 0 ,
mikből további kiküszöbölés által nyerjük :
s általánosan véve :
Am~ ± n2A m+ 1  ’
ha t. i. m páratlan szám.
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Ha mind ezen értékeket az 1) alatti egyenletbe helyet­
tesítjük, lesz :
ív»6^v»6n*x- n x
2.3 1 2.3.45 2.3.45.6.7 J
Ennek rövidítésére tudjuk, hogy áll :
n3x 3 , nbx b rdx1 . .avagy2.3 1 2.3.45 2.3.45.6.7 1 •"
sinnx n-xl , n^x1 n6x 6 .
nx 2.3 1 2.3.45 2.3.45.6.7 1
ebből következik: s~rin~  f következőleg
Asinnx rí sinnx y=-------- —G.------ ,° nx x
mely kifejezés azonban , minthogy csak egy tetszésszerinti 
állandóval van ellátva, az adott másod rendű külzeléki egyen­
letnek csak részletes egészletéül tekintendő, míg teljes 
egészlete :
y* Csinnx . C'cosnx alakban fordul elő.x x
(2-dik Példa.) Legyen adva e következő egyszerű kül­
zeléki egyenlet :
dy— aydx, avagy : ^ = « 3/-
Ha ennek sor általi egészelése végett a 2) alatti mintát akar- 
nók használni, akkor mindenekelőtt a B , B x, , B3 .. .. t .
tényezők lesznek meghatározandók, mivégre áll :
%~y‘~ay ’ y,,—ay‘—a<ly > y‘"—ay"=a3y> y v= A .....■»
a fen említett mintába tehát teendő :
y = B , y '= a B , y"= a?B , y ’"= a 3B , ylv= a iB 
miknek folytán e következő sort fogjuk kapni :
a}(x—a) 2 , a3(x—a) 3 .
/—z?|"” —®)~\~ 2.3 ]
mível pedig a zárjelben levő sor nem egyéb, mint ea(x a) ki- 
tevőleges mennyiség értéke, áll még :
y=B ea(x- a)=J3e-a\eax=Cfeax,
hol C az egészelésnek tetszésszerinti állandója. Ugyanazon
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eredményt, az adott külzeléki egyenletből közvetlen is lehet 
nyerni, áll ugyanis :
í/=rec,eax3=é7ea3t, mint előbb.
84). Minthogy nem mindig lehetséges, valamely adott kül­
zeléki egyenlet egészletét sor által előállítni a Mac-Laurin 
vagy Taylor tantétele szerint, minthogy nem mindig lehetsé­
ges azon határokat megállapítni, melyek között a keresett 
y= F { x) függvény folytonos , azért ez esetben legczélszerübb 
lesz, a keresett egészletet egy olyféle sor alakjában terjesz­
teni elő, mely sornak tagjai cc-nek növekedő hatványai sze­
rint haladnak, mint :
1) y = A xxa^AqX$-\-A3x't-\-Akx£-{-Aixz
és ezen sornak mind kitevőit mind tényezőit az adott külze­
léki egyenlet segítségével meghatározni. Ennek további meg­
értésére vegyük például egészelendőnek, az előbbi szám
efa,enletét;
akkor, ha a fenebbi 1) sorból az illető értékeket helyettesít­
jük ez egyenletben, lesz :
n*y—n*Alx a^ n°-A.lxt‘-\-n‘1A2XÍ-\-rilAllx t)-\-rí1Aix*' - j- ........
| ^ = 2 4 1«:«a- 2- h 2 4 ^ - 24- 2^37®T-24-
(Fy.
<Ix2 Atn(a— l)xa 2-\-A<iß(ß—1)íc^  2-j~A3y(y— l)#r 2+.-.
mely három egyenlet bal részeinek összege — 0 lévén, jobb 
részei összegének is elenyészőnek kell lenni. Itt tehát meg 
kell vizsgálnunk, hogy mily feltétek alatt lesz ezen jobb részek 
összege elenyésző; erre nézve pedig nyilván állnia kell annak 
hogy ha ezen részek összegét, a?-nek hatványai szerint elren­
dezzük, akkor ugyanazon hatványhoz tartozó tényezők össze 
gének külön elenyészőnek kell lenni.
A kitevőket illetőleg látjuk, hogy («—2) ce-nek legki­
sebb kitevője, az xa~2-hez tartozó tényezők összege pedig 
=«(«—l)-J-2 «=«(n:-j-l) , s ennek elenyészőnek kell lenni, 
áll tehát : «(«-(-1)— 0 , miből « = 0  avagy —1, mely utób-
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bi érték itt megtartandó. Minthogy továbbá könnyű belátni, 
hogy az nrAyX* tag magában véve nem lehet elenyésző: kö­
vetkezik, hogy az más, ugyanazon kitevővel ellátott tagokhoz 
tartozik, minek folytán « nem lehet kisebb (ß—2 )-nél ; ha te­
hát ß—2 < « , akkor az x?~2 tényezői összegének elenyészőnek 
kell lenni; áll tehát : ß(ß—1)—|—2 /5=0 avagy /9(ß-^-l)=0, mi 
bői következik /?=0 , minthogy mikből következik, hogy
Y—2 =«; ö—2=ß, «— 2 = y ....................
A tagok tényezőire nézve továbbá áll :
^3Kí'+ 1 ) + « ^ i=:0, A4<y((y-f-l)-f-n-A„=0 . . .
mindezekből pedig könnyen nyerjük :
« = —1, ß=o, r = h  d = 2 ,
A0n2A a  -_____
3— 1.2 * 4~  1 .2 .3 ’
*=3
A=
és
A yrí1 
:1.2 .3 .4 ’
Afi= -
y, - A p
n * x  , n * x 3 n tíx 5 ,
1— /t x |
~ M a |
La?
rí
1.2 ' 1.2.3.4 1 .2 .3 .4 .5 .6  ' 
n 4a?2 , ?i4a 4 n tííc6 _LL1 1.2.3 ' 1.2.3.4.5 1 .2 .3 ............... .7  '
Atfp
1.2.3.4.5....................’
ha mind ezeket a felvett 1) alatti egyenletbe helyettesítjük, e 
következő kettős sorra fogunk jutni :
]
4
mely sorok figyelmes megtekintéséből, ered :
_A tcosnx , A^sinnx
^ x ' nx ’
mely, mint már tudjuk, az adott egyenlet általános egészlete. 
Ezen eredményt azon feltét alatt kapjuk, ha ß—2 < a ; ha 
tehát ß—2 = 0  tétetik, akkor A2= 0  miatt nyerni fogjuk :
l--~nX, mely az adott egyenletnek csak részletes
egészlete.
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HÁROM VÁLTOZÓVAL BÍRÓ KÜLZELÉKI 
EGYENLETEK EGÉSZELÉSE.
85.) Valahányszor egy adott függvény, három x} y és z 
változóval bír, azok egyike mindig a többi kettő függvényé­
nek tekinthető, minthogy könnyű belátni, hogy az adott függ­
vényből vagy x fejezhető ki y és z-nek, vagy ?/, x és z-nek , 
vagy z, x és ?/-nak függvényében ; az utolsó esetben z függő } 
x  és y pedig független változóknak tekintendők, maga az 
egyenlet pedig z= f(x , y) alakban fordul elő, s ezen egyenlet 
kiilzelékének általános alakja lesz :
dz=Ndx-\-Mdy,
hol N  és M az x és y szerinti részlet-külzeléki hányadosok, 
tehát szinte mind x  mind ?/-nak függyényei. Ha azonban az x, 
y és z változókkal bíró egyenletet 0 -ra hozzuk, vagy ha az 
adott x, y és z-nek függvénye egy állandó mennyiséggel egye 
lő : akkor kiilzelékének általános alakja nyilván ez lesz :
1) Pdx-\-Qdy-\-Rdz—(),
hol P} Q, és R az x, y és z szerinti részlet-külzeléki hánya­
dosok, s mint olyanok, mind x mind y mind z-nek függvényei.
Minden, több változóval bíró függvényből, vagy teljes, 
vagy részletes külzelékeket lehet kapni ; még pedig teljes kül- 
zelékeket fogunk kapni, ha az adott függvényt minden válto­
zók szerint külzeljük ; részletes külzelékeket pedig azon eset­
re fogunk kapni, ha az adott függvényt vagy egy vagy két, 
egy szóval a változók csak egy része szerint külzeljük. Ezek­
ből következik, hogy ha valamely függvény több mint egy 
független változóval bír, akkor annak külzeléséből vagy tel­
jes, vagy csak részletes külzeléki egyenletek erednek, mely 
utóbbiak a legnagyobb fontossággal bírnak , minthogy kü­
lönféle mértani, természettani vagy erőmütani vizsgálatok 
nál a legnagyobb szerepet játszszák.
Ha tehát : Pdx-\-Qdy-\-Rdz=Ö alakú külzeléki egyen­
let lenne egészelendő, akkor mindenek előtt szükséges, hogy 
egy olyféle x, y és z közötti véges kifejezés létezzék, mely-
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nek külzelése által, a fen adott külzeléki egyenlet nyeressék, 
mert csak ez esetben lesz az adott külzelék egészelhetö.
Ha azonban, mint sokszor megesik, az adott külze­
léki kifejezés nem volna egészelhetö; akkor bizonyosak 
lehetünk arról, hogy létezik egy olyféle szorzó, melylyel ha 
az adott külzeléket szorozzuk, az egészelhetövé válik. Tudjuk 
ugyanis, hogy nem gyéren áll be azon eset, hogy valamely 
függvény külzelésénél egy változó szorzó elvész, s így a hátra 
maradó külzeléki kifejezés megszűnik teljes külzelék lenni ■ 
ha azonban képesek vagyunk , az elvesztett szorzót megint 
helyre állítni, s vele az adott külzeléket szorozni, akkor az 
így nyert kifejezés teljes külzeléke lesz valamely függvény­
nek, s ennél fogva már egészelhetö. Itt tehát fö dolog, azon 
feltételeket megállapítni, melyek alatt egy adott külzeléki 
kifejezés egészelhetö vagy nem. E végre pedig legyen « azon 
nevezetes szorzó, melylyel az adott külzeléki kifejezés szo- 
roztatván, egészelhetövé válik; akkor :
pPdx-\-pQdy-\-pRdz— Q kifejezés 
teljes külzeléke lesz valamely függvénynek, s így egészelhetö. 
Hogy tehát a kérdéses egészelési feltételeket meg lehessen ha­
tározni, már a külzeléki hánylat elveiből tudjuk, hogy ha az 
előttünk álló kifejezés teljes külzelék, e következő három fel­
tételező egyenletnek kell állnia :
■ » ( £ ) =  » C P  ' G f )  "''('£)■■■■
< £ ) = ■ < £ > 'dy
ezekben pedig a kijelentett külzelést végbe-vivén , e követ­
kező három zérusra hozott egyenletet fogjuk nyerni : 
dP dp dQ dp 
^ + p - d ^ - tld ^ - Qd i= 0 ’
dR dp 
^ d x ' dx -f*
dP
dz
dQ . ^  dp dR
■'S"».
■ *£=»■
es
dz dz
mely egyenletek elsejét Ä-el, másikát Q-val , harmadikét pe­
dig P-vel szorozván, s azután összeadván, a kijövő tagok egy
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része megsemmisítendi egymást, és a hátra-maradó egyenlet 
e következő lesz :
ez pedig azon nevezetes feltételező egyenlet, melynek állnia 
kell, liogy az adott külzeléki kifejezés egészellietö legyen ; 
mely azonban, ha PQR szorzattal elosztatik, még így is áll : 
1 rdQ dP-1 1 VdP dR~\ 1 td R  dQ T
Rdz) Q P J T Q d y l - P  R J ' Pds\- R Q T J^ 0, 
Hogy az így megtalált feltételező egyenletnek a haszná­
latát lássuk, jó lesz egy pár esetet megvizsgálni; legyen tehát 
cgészelendő e következő külzeléki egyenlet : 
zdx-\-xdy -\-y dz—0 ,
akkor mindenek előtt meg kell vizsgálnunk , vájjon egészei 
hető c ezen egyenlet, vagy nem; mi végre összehasonlítván 
azt az 1) alatti egyenlettel, áll : P ~ 2 , Q— x és R —y , mely 
értékeket a 2 ) alatti egyenletre nézve tekintetbe vevén, annak 
tevőleges tagjai mind elenyészők lesznek, a nemleges tagok 
pedig e következő egyenletet adják :
— x —y —2= 0 ,
mely eredmény minthogy képtelenséget mutat, arra vezet 
benünket, hogy az adott külzeléki egyenlet nem egészellietö.
Vegyük tehát elő e következő második esetet : 
dx(ya-\-nyz-\-z q) — x(y-\-nz)dy—xzdz= 0 , 
mely egyenlet összehasonlításából az 1) alatti egyenlettel 
kapjuk :
P—yn--\-nyz-\-z(1, Q— — xy—nxz, és R = —xz, 
ezekből pedig külzelés által e következő hányadosokat 
nyerjük :
nz7 továbbá :dQ dR , dP-  ——nx, — 2, es — z
- 2 = 0  _  !  .dy ’ dz ’ dx
mindezeket pedig a 2 ) alatti feltételező egyenletbe helyette­
sítvén, nyerni fogjuk :
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dP , dQ= ny+ 2z, es - = —y -n z ,
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mely egyenletek jobb reszelnek összege elenyésző , az adott 
külzeléki egyenlet tehát megfelel a 2) alatti feltételező egyen­
letnek, s így egészelhető, még pedig azon esetre is, ha teljes 
külzelék sem volna, mert ez esetben mindig lehetséges azon 
szorzónak a meghatározásamelylyel az adott egyenlet szo- 
roztatván egészelhetövé válik.
8 6 .) (Az egészelés módja.) Azon feltét alatt tehát, hogy 
az egészelendö külzeléki egyenlet az előbbi szám 2 ) alatti 
egyenletét valósítja, maga az egészelés e következő elveken 
alapszik:
Midőn az x, y és z változók függvénye részletesen x 
és y szerint kiilzeltetett, mind két esetben a harmadik 2 vál­
tozó állandónak vétetett; megfordítva is szabad tehát következ­
tetnünk, hogy ha az x és y szerinti részlet-külzelékek összege 
részletesen is egészeltetik, meglesz már az adott egyenlet 
teljes egészlete , mihelyt még egy állandót csatolunk hozzá, 
mely azonban nem lesz a közönséges állandó, hanem 2-nek 
valamely függvénye. Az általános
Pdx-\-Qdy-\-Rdz~ 0 egyenlet tehát, 
minthogy 2 állandónak vétetik , tehát d z ~ 0 , e következőbe 
megy át :
Pdx-\-Qdy—0,
melynek egészlete egyszersmind az adott egyenletnek teljes 
egészlete lesz, mihelyt a fen említett állandót hozzá adjuk, 
mely mint tudjuk 2-nek függvénye. Ennek kellő felvilágosí­
tására szolgálnak c következő példák :
{1-sö Példa.) Az egészelendö egyenlet legyen ez : 
X\dx{y-\-z)-{~dy{x-\-^y-\-,2z)-\-dz(x-\-y)—0.
Ezen egyenletre nézve könnyű meggyőződni, hogy ez az 
előbbi szám feltételező 2 ) alatti egyenleténel; teljesen megfelel, 
s ennél fogva egészelhető. Egészelésének végbevitelére leg­
jobb lesz, y-1 állandónak venni, s lesz dy-r.O, s e következő 
egyenlet áll :
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2dx(y-\-z)-\-dz{y-\-x)=Q, miből :
2dx , dz _
%-\-y y~\~z
s mivel y állandó, az x és z szerinti egészelés adja : 
2log(x-\-y)-\-log(y-\-z)=logC, avagy
ix+ yy-(y+ z)=C-
Ha pedig lo<)C=A tétetik, az előbbi egyenlet így áll :
2 log(x-\-ij)+loy(y-\-z)=A,
minthogy ezen állandó y -nak függvénye is lehet, minek meg­
határozására, külzeltessék az utolsó egyenlet mind a három 
változó szerint, s nyerni fogjuk :
2dx-\-2dy . dy-\-dz_ . ,
~ ^ + y ~ +  T - ^ - A'dy'
mely egyenlet, a nevezők eltüntetése után, még így is áll : 
2dx{y-]-z)Ar 2dy(y-\-z)-\-dy{x-\-y)-\-dz(y-\r x) 
— A'dy(x-\-ij)(y-\-z), ^
s ezen egyenletre nézvo, kevés összehúzás után könnyű meg­
győződni , hogy bal része az adott külzeléki egyenlettel 
azonos, tehát = 0 , az előttünk álló egyenlet jobb részének te­
hát szinte elenyészőnek kell lenni; miből továbbá következik, 
hogy az A állandóban y nem foglaltatik, ez tehát csak a kö­
zönséges állandót képviselendi, s így az adott egyenlet teljes 
egészlete lesz :
(x-^yY(y-\-z)=A.
(2-dik Példa.) Az adott egyenlet legyen ez :
y-ydx—xdy— — dz— 0  ;
y2
mivel itt P—y}Q——cc, és -, azonnal meggyőződhetünkz
arról, hogy az adott egyenlet az ismert feltételező egyenletnek 
megfelel. Ha itt x állandónak vétetik, lesz dx—Q, és egyen­
letünk ebbe megy át :
V—xdy— —dz—0, avagy dy ■ ^ = 0 ,z '
egészelés által tehát :
— loqz=A,
y
hol A azon állandót jelenti, mely cc-nek függvénye is lehet,
2 2 *
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minek meghatározására, kiilzeltessék az utolsó egyenlet mind
a három változó szerint, s nyerni fogjuk :
ydx—xdy dz . , , , „dz .-------— - — —— A d x ,  avagy ydx—xdy—y i-—=:p)/1A d x}
mely egyenlet bal része az adott egyenlettel ugyanaz , áll 
tehát :
zy-A'dx= 0  avagy A'dx—0, 
mivel pedig ez .4-nak x szerinti külzeléke, következik, hogy 
H-ban x nem foglaltatik, tehát A a közönséges állandó, és az 
adott egyenlet teljes egészlele lesz :
- —logz=d.
y
(3-dik Példa.) Adva van e következő egyenlet : 
dx(ay—bz)-\~dy(cz — dz(bx—cy)=0 ,
itt áll :
P —ay — bz, Q—cz—ax és Rz=zbx—cy ; 
s könnyű meggyőződni, hogy a feltételező egyenletnek ez 
is megfelel.
Ezen egyenlet egészelése végett, vegyük z-t állandó­
nak , s lesz dz= 0 és e következő egyenlet áll elő : 
dx(ay—bz)-\~dy(cz—ax)— 0 , miből :
dx . dy _q
ez—ax J ay—bz ’
s minthogy z állandó, az egészelés azonnal véghezvihető, azaz 
áll ;
~log(ay—bz)— 1alog{cz—ax)=A,
1 , ay—bz-loq—-----= Aa ez—ax >
avagy
hol az A állandó, z-nek függvénye is lehet, ennek meghatá­
rozására tehát, az előttünk álló egyenlet mind a három válto­
zó szerint külzelendö, s nyerni fogjuk :
adx{ay -bz)-\-udy(cz—ax)-\-adz(bx—cy)_^
(ez — aa?)2
Ha ezen egyenlet bal részének a számlálóját Összehasonlítjuk 
az eredetileg adott egyenlettel, azonnal fogjuk látni, hogy 
d.4=Q, s ennél fogva A csak a közönséges állandó, melyb en
EGÉSZLET1 HÁNYLAT. 3 4 1
semmi z nem foglaltatik. Az adott egyenlet teljes egészlete 
tehát lesz :
ay—bz—------— A, avagyez—ax °
ay—bz=A(cz—ax), avagy ay-\-Üax=zz(Cc—b), 
és az állandók megváltoztatása után :
Ax-\-By-\-Cz—0.
Nem lesz felesleges itt még azt is megemlítni, hogy az
7-------- T- szorzó az adott egyenletet egészelhetővé teszi.(cz-ax)*  °
(4 dik Példa.) Az egészelendö egyenlet legyen :
{yl-\-yz)dx-\-{xz-\-z'1)dy-\-[y^—xy)dz=Q.
Itt nyilván áll :
P=y--]~yz, Q—erz-j-z- és R —y<l—xy,
mely értékek a feltételező egyenletet valósítják. Ha ennek égé' 
szelése végett z állandónak vétetik, lesz :
{y*A^yz)dxA^(xzA~z*)dy—0, miből : 
dx
xz ^ - = 0 ,
és ha
y { y + z)
í
szorzó részlet-törteire bontatik, tévén : 
lesz \=A{yAt z)Ar By,_ A . B—  „T  iy ( y -\~z) y  y-\~z ’
miben először y— 0 , azután pedig yA -^z—0 tétetvén, nyerni 
fogjuk :
A és B=—~,
2 ’ z
s ennek folytán áll :
1 1 1
yÍJryz~ zy y
minek helyettesítése folytán áll még :
dx . dy dy (
z(x-\-z) zy z{y-\-z)
avagy rövidebben :
dx , dy •’y- o
x-\-z 1 y y+z ’
miből egészelés által :
log(xAr z)Ar logy—log(y-\-z)=zA avagy
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, xy-\-yz .log-- s végre
xy + y -
y -\r z ■=4;
minthogy itt az A állandó z-nek függvénye is lehet, ennek 
meghatározására, külzeltessék az előttünk álló egyenlet mind a 
három változó szerint, s nyerni fogjuk :
(y -- \-y z )d x + ( xzJr z —xy ) d z__, A
(H -*)a t \
mely egyenletet az eredetivel összehasonlítván, nyerni fogjuk : 
dA=.0, azaz :
4-ban semmi z nem foglaltatik, az tehát osak a közönséges 
állandó, s így a keresett teljes egészlet lesz :
xy + y z _  a 
y-\~z
Ha azonban az eredetileg adott egyenletben y állandónak vé­
tetett volna, akkor e következő egyenlet állna elő :
dx , dz
yn- — xy~^ y<1-\-yz~  7 a' agy 
✓  dx . dz _
y —® y-H
miből azonnal kapjuk :
log(y-\-z)—ilog(y—ix)—.A, avagy V^ - —A,y x
ezen egyenlet pedig ha 4-nak meghatározására mind a három 
változó szerint külzeltetik, nyerni fogjuk :
{y+ z)dx-(x+ z)dy-\-(y—x)dz__dA ^
{y—x)n- 7 Cö
(y'1-\-yz ) d x - - { xy Jr y z )dy Jr ( y - — xy )dz— j  a 
y ( y — x Y  ' ’
mit az eredeti egyenlettel összehasonlítván, kell hogy álljon :
, . (xy-\-yz)dyA-(xz-\-z>1)dydA= —v 3 1 ■’ --- — , avagyy(y—xY
.] a_ (x+ z ) (y i~ z)dy
y ( y & Y  ’
ebből pedig ha z kiküszöböltetik
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egyenlet segítségével, nyerni fogjuk
, ,  A(A — 1),oA=z------------- du, tehát
y
mivel pedig :
clA
1 1
áll még :
A(A— 1) A— \
A ( A - 1) 
1
A ’
dy
y
clA 
A — 1
dA_ dy
Á~~ y-----7- =  — -A , miből :
C avagylog(A— l ) —logA=—logy-\-logC=log-
A— 1 C . y— :—=  —, miből : A =  ,A y y —C
ennek folytán pedig a keresett teljes egészlet lesz :
y-\-z y xyAryz ^  ,
^ x = - f z c ’ avas y ; ,mnt elobb-
(5-dik Példa.) Legyen az adott külzeléki egyenlet : 
(y'1\-yz-)rz'1)dx-\-(zl-)r zx-\-x'1)dy-\-{xn-Ar xyAry'i)dz—0 } 
melyben
P = yn--\-yZ-\-zi) Qz=:z'-\-zx-\-xl és R = x ‘1-\-xy-\-y<1, 
mely értékek segítségével könnyű megmutatni, bogy az adott 
egyenlet a feltételező egyenletnek megfelel. Ha itt z állandónak 
vétetik, ekkor az adott egyenlet következővé válik : 
(Aj--\-yz-\-z^)dx -\-{zl-\-zx-\-xt)dy=0 f miből :
dx
0
yXJryz+ z"-x--]-zx-\-z‘i
mely tagok elsejét x szerint, másikát pedig y szerint egeszel­
vén, minthogy z állandó, nyerni fogjuk :
2 x V 3  ,- arc tg —j—
■Y3 2z-j—í
2 y V  3—— arcig f----- —
■V3 2z-\-y
= Z .
bol Z  azon állandót jelenti, mely z-nek függvénye. Ha ezen 
két [arc.tg) egybehúzatik, akkor rövidebben áll :
2 Íxz+ yí+ xy) \ í  3 _ v—— arctg .------r---------- —Z,
z V  3  2  z * - j - x z - { - y z — a :y
s ennek folytán szabad tenni:
(xp r y xy)_ — Z,  miből kapjuk :
2 z n- - \ - x z - \ - y z  ~  x y
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kő vetkezői eír
ebből pedig ered:
2Z2 :/(2) >l -\-2 x~\-y-\rz
mit kiilzelvén és az eredeti egyenlettel összehasonlítván, mint 
annak teljes egészlete nyeretni fog : 
xy-\-zx-\-zy_  
x-\-y-\-z
Az említett külzelés által könnyű egyszersmind meggyőződ­
ni , hogy  ^ y * azon szorz(b melylyel az eredeti egyen­
let szoroztatván, teljes külzelékké válik.
Az eddig mondottakból tehát látjuk, 1-ször) hogy három 
változóval bíró első rendű külzeléki egyenlet nem mindig 
egészelhetö ; 2 -szor) hogy egy olyféle egyenlet egészlete , ha 
létezik , egy tetszésszerinti állandóval bír ; 3-szor) hogy az 
egészelés mindig lehetséges , ha a 2) alatti feltételező egyen­
letnek az adott külzeléki egyenlet megfelel.
RÉSZLET-KÜLZELÉKI EGYENLETEK 
EGÉSZELÉSE.
87). Minden három változóval bíró függvényben , ezen 
változók kettője függetleneknek, a harmadik pedig függőnek 
tekinthető, úgy, hogy ha az adott függvény x , y és z változó­
kat foglalna magában, szabad lesz x és y változókat függetle­
neknek tekinteni, s így a harmadik z változó függőnek lesfc 
veendő ; mit rövidebben úgy lehet kifejezni, hogy z változó x 
és y-nuk függvénye, mert könnyű belátni, hogy az adott 
f(x ,y ,  z ) = 0  egyenletből 2-nek értéke mindig kikereshető, 
minek megtörténte után 2=r<p(a?, ?/) alakú egyenlet fog nyeret­
ni, mely által csak az fejeztetik ki, hogy z változó x  és y-nak 
függvénye. Ily alakú egyenletnek a külzeléke pedig, mint 
tudjuk, mindig két részből áll, még pedig az első x szerinti,
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és az első y szerinti részlet-külzelékből, melyek elseje 
másika pedig ^ ^ ^ d y jelkép által szokott képvi­
seltetni , s így ezen adott függvénynek teljes kiilzeléke, e kő­
vetkező egyenlet által fog adatni :
1) dz=zpdx-\-qdy,
ha t. i. p —-j~ és q= — az első részlet-külzeléki hányadoso­
kat jelenti. A részlet-külzeléki egyenletek egészelésének 
czélja abban á ll, hogy az adott p, q} x, y és z közötti egyen­
letből azon nevezetes viszony találtassák meg, melynek állnia 
kell, hogy az adott külzeléki egyenlet is álljon , mit nyilván 
csak egészelés által lehet eszközölni.
Itt azonban mindjárt látjuk, hogy ezen egészelésnél több 
eset fordulhat elő, még pedig: az adott külzeléki egyenletnek 
vagy p, x, y és z, vagy q , x , y és z , vagy p és q között lehet 
helye, ezután pedig'azon egyenletek kö'vetkeznek, melyek­
nek vagy p és q s az x, y és z változók egyike között, vagy 
p  és q s az x, y és z változók kettője között, vagy p és q s 
mind a három változó között van helye. Mind ezekből csak 
azon eseteket fogjuk előadni, melyeknek egészelése nem oly 
nagy nehézségekkel jár.
fl-ső eset.) Legyen az adott részlet-külzeléki egyenlet: 
dz
T x ~ <l}
itt tehát p— a, mely érték az 1) alatti egyenletbe tétetvén, lesz ; 
dz~adx-\-qdy,
mely egyenletben ha ^állandónak vétetik, lesz dy—()} s á ll: 
dz—aux , miből : z— ax-\-C,
itt azonban C nem a közönséges állandó, minthogy y -1 is fog­
lalhat magában, mi miatt azt y függvényének kell tekinteni, s 
így f{y) által pótolni, minek folytán áll : 
z— ax^rjXy) ;
ez egyenletben f{ij) egy tetszésünktől függő mennyiség, mit 
maga az előttünk álló egyenlet bebizonyít, mert ennek külze 
lése által kapjuk :
dz—adx-\-dyf\y),
miből, ha csak az első x szerinti részlet-külzeléki hányadost
3 4 6 FELSŐBB MENNYISÉGTAN.
dzkeressük, nyeretni fog : —= a ,  mint annak lennie is kell,
ezen eredményhez pedig mindig jutunk , bármely jelen­
tése volna a f(y) függvénynek. Miből tehát világosan követ­
keztetjük, hogy f(y) függvény teljesen tetszésünktől függ , ez 
tehát semmi feladat feltétéitől sem függ. Ez oknál fogva pe- 
dig, f(y )  nem állandónak, hanem tetszésszerinti függvénynek 
szokott tekintetni, és a részlet-külzeléki egyenlet egészelése 
után, a nyert eredményhez nem a tetszésszerinti állandó, ha­
nem egy tetszésszerinti függvény szokott csatoltatni.
(2-dik eset.) Adva van e következő egyenlet :
d _ l-X
dx~~ ’
hol X  cc-nek valamely függvénye ; akkor lesz p— Xf mely ér­
téket az általános 1) alatti egyenletbe tévén, lesz : 
dz— Xdx-\-qdy,
itt pedig megint y állandónak vétetvén , és x szerint véghez- 
vivén az egészelést, nyerni fogjuk :
z= ^ X d x + C ,
mivel pedig C itt is y -nak függvénye, a teljes egészlet lesz 
* = f X d x+ fb ).
Ha például tétetik : X=ax3, lesz :
z = ^ + f ( y ) ,
dz ryenlet-ez pedig teljes egészlete — =.ax3 részlet-külzeléki
nek, és mivel f(y)  tetszésünk szerint választható , szabad lesz 
A-\-By-\-Cy- mennyiséget is helyébe tenni, minek folytán áll:
-\-A-\-By-\-Cy2,
s ez is az adott külzeléki egyenlet egészlete, de már nem tel­
jes, hanem csak részletes, minthogy f(y) nyilván általánosabb 
jelentésű mint (A-\-By-\-Cy<l) függvény.
(3-dik eset.) Vegyük egészelendönek a
dz— = V  részlet-külzeléki egyenletet; dx
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akkor p = V  tétetvén az általános 1) alatti egyenletben, áll : 
dz— Vdx-\-qdy ,
hol azonban V mind íc-nek mind ^-nak függvénye, ha tehát 
itt is ál’andónak vétetik y, áll :
dz— V dx , következőleg z = ^ Vdx-\-C,
s ámbár V mind cc-nek mind y-nak függvénye, az egészelés 
még is csak x szerint vitetik véghez, C pedig z/-nak függvénye 
lesz, melyet /(y)-nal jegyezvén, áll :
‘= \v d x + j ( y ) .
s ez nyilván az adott egyenlet teljes egészlete, melyre nézve 
érdekes lesz e következő példák tárgyalása :
a) Adatik : ^ _ =  V,
akkor képletünk szerint lesz :
xdx
“ Í 7 Í S - . + / W .ljr y c'
és ha csak x szerint vitetik véghez az egészelés, áll :
mint teljes egészlete az adott kifejezésnek.
dz yb) Adatik : , — ._____dX V y'l_x<i
akkor ennek helyettesítése adja :
. ydxdz— —g------  ,
V  y°— x (í
mit X  szerint ogészelvén, lesz :
OCz—y.arc,sin-  -\-f(y). 
c) Adva van :
V,
dx
akkor ebből nyerjük :
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mely egyenlet egészelése végett, azt így is szabad írni : 
a r* dx/»
'^ \ /Z ( -  x  AVV  ^a2—yn-s
mely kifejezésben
V  a°— y-
:ií tétetvén, lesz : du—- dx
tehát : dx— duV aq—y* , s így áll : 
dur  
z— a  I - , ^ =
J  V í —U<-
za.arc.sinu
x és ?/-nak függvényében tehát :
xz=a.arc.sm
yf a2—y 2 - f ( y ) ,
s ez az adott egyenlet teljes egészlete :
dzd) Legyen egészelendö : — — JJ,
hol U mind 2 mind t/-nak függvénye , akkor y>— U lévén , az 
1 ) alatti egyenlet adja :
dz— Udx-\-qdy,
itt pedig y-1 állandónak tekintvén, lesz dy—Q, s áll :
dzdz— Udx, miből: dx—  — ,
mely egyenlet teljesen egészelhetö, minthogy U az y és z-nek 
függvénye, és y állandónak vétetett; a z szerinti egészelés 
adja :
*dzíU~ ~-xJr f ( y ); miből :
•7
mely egyenlet nyilván x-et adja , y és z nek függvényében 5 
például legyen : Í7—- ,  nyeretni fog: zdz—yd x , mely
egyenletből ha y állandónak vétetik, ered :
Z- = x y - \ - f ( y ) ,
melyben f(y) a tetszésszerinti függvény.
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dz
e) Legyen egészelendö : - - — U,
hol U, x és z függvényének tekintendő. Minthogy p— U , az 
ismert általános egyenlet adja :
dz=Udx-\-qdy , 
itt pedig y állandónak vétetvén, lesz : 
dz—-Udx= 0
az egészelendö egyenlet; melyben minthogy U az x és 2-nek 
függvénye , ezen egyenletnek egészelése csak úgy eszközöl­
hető, ha bizonyos F  szorzó határoztadk meg , melylyel ezen 
egyenlet szoroztatván, teljes külzelékké válik, áll tehát : 
Fdz—F.Udx= 0 ,
mint teljes külzeléke x  és 2 változók függvényének ; ennek 
tehát egészelhelönek kell lenni, s ha egészletét L-cl jegyezzük, 
áll : L—f(y ),
s ez lenne a keresett x , y és 2 közötti viszony, mert ha ezt 
külzeljük mind a három változó szerint, nyprni fogjuk :
Fdz—F.Udx— d y f\y ) , miből:
dz — Udx— '^JXy) , avagy :
d z = U d x + ^ f( y ) ,
mely egyenletet az 1) alatti egyenlettel összehasonlítván, áll :
2= 4 / 0 /).
Ennek további felvilágosítására jó lesz egy pár példát tár­
gyalni. Legyen tehát :
dz nz 
dx x 5
az 1) alatti általános egyenletet tekintetbe vevén, lesz :
7 nzdx .
dz—~  - H dy >
és ha y állandónak vétetik, ered :
7 nzdx _ dz---------—U,
mely egyenlet egészelhetövé válik, ha azt -  szorzóval szoroz­
zuk, mely szorzásnak eredménye ez :
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fj ? d K*
------n—= 0 , miből egészelés által :
Z> íO
logz—nlogx=f(y), avagy: 
log~n—f(y ) , következőleg :
~n~f(y) > avasy  : z- xn-f(y)>
mint teljes egészlete az adott egyenletnek.
dzLegyen továbbá egészelendő : ~z=:nx—z ,
akkor az általános 1) alatti egyenlet adja : 
d z — (yix— z )d x - \-q d y ,
melynek egcszelése végett, ha y állandónak vétetik, áll ; 
d z— n x d x - \- z d x = .0 ,
ezen egyenlet pedig egészelhetövé válik , ha azt ex szorzóval 
szorozzuk, minek folytán lesz :
exd z— nxexdx-\-zexd x ~ Q ,
mely egyenlet két tagja, azaz exdz-\-zexdx , teljes külzeléke a 
zex szorzatnak, s ennek folytán egészolése által kapjuk :
3X— n xdxex— / (  y );  
mivel pedig az előbbiekből tudjuk, hogy áll :
zer
i ^xdx.exz=uxex—nex
áll szintén :
zex— nxex-\-nex-=.f(y), tehát 
z=rc(a?— l)-\-e~xf(y), 
mint teljes egészlete az adott egyenletnek.
Legyen adva még e következő példa : 
dz xz 
dx a?2-t-z2 ’
mit az általános 1) alatti egyenlet szerint így lehet írni : 
7 xzdx . 7
hol y állandónak vétetvén, nyerni fogjuk :
xzdxdz- a?2-}-* = 0.
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Ezen egyenlet pedig, hogy egészelhetövé váljék, F-
szorzóval lesz szorzandó, minek folytán nyerni fogjuk :
x*dz—zxdx . dz 
z3 ' z :0 ;
x-itt azonnal látjuk, hogy ezen kifejezésnek első tagja — — 
hányadosnak teljes külzeléke, s így egészelés által kapjuk :
lo9z -^ j= f(y )>
s ez a keresett x, y és z közötti viszony,
f) Egészelendö legyen még : 
dz
dx — U kifejezés
azon esetre, ha U mind a három x, y és z változók függvénye 
Ezen egyenlet, ha megint az 1) alatti egyenlettel hasonlíttatik 
össze, adja :
dz= Udx-\-qdy,
és ha y állandónak vétetik, áll :
dz— Udx— 0 •
s ámbár U mind a három változónak függvénye, de mivel y 
állandó, ez még is csak x és z változók közötti egyenletnek 
tekintendő; erre nézve tehát, szintén meghatározható egy 
olyféle F szorzó, melylyel az szoroztatván, egészelhetövé vá­
lik, áll tehát :
Fdz— F. Udx — dV}
ha t. i, F a  kérdéses egyenlet egészlete, tehát V—f(y). 
Például legyen adva e következő egyenlet :
dz
dx
xz
ay tehát U=
, xzdx
d z --------- = 0 ,ay
xz
ay lesz
mely egyenlet -  szorzóval szoroztatván, egészelhetövé válik.- 
áll ugyanis :
- -— ——— =;0 , s mivel y állandó, lesz ;z ay 7 °
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mint teljes egészlete az adott egyenletnek , melyet azonban 
még így is szabad írni :
logi ~
mert ezen egyenlet is, ha x és z szerint külzeltetik , az adott 
egyenletet hozza létre.
88.) (Más részlet-kiilzeléki egyenletek egészelése.) 
Itt szándékunk van, a nehezebb egészclési eseteket felhozni, 
melyeket e következő sorban terjesztünk elő :
(l-sö eset.) Egészelendő legyen e következő egyenlet :
“C t X á p “ .
melyben «, b és c állandó mennyiségek, és csak a két p és q 
részlet-kiilzeléki hányados fordái elő benne; ezen egyenletet 
tehát még így szabad lesz írni :
ap-\-bq=c, miből: q=z—~ ^  ,
most pedig az általános dz=pdx-{-qdy egyenletet ve vén te­
kintetbe, áll :
dz—pdx-\-(~—^ j d y } miből :
i .)  ^ ( 1 ^ )
Ezen egyenlet jobb részének az első tagja könnyen egészcl- 
hetö, itt tehát csak a második tag egészelése forog kérdésben, 
mivégre tétessék : bx—ay— u, s lesz bdx—ady= du ; akkor
ennek helyettesítése által a kérdéses tag jdn-v&b menend á t ,
mely kifejezés nyilván csak azon esetre egészelhető, ha p  há­
nyados w-nak függvénye lesz, azaz, ha állni fog : p—f(b x—ay), 
következőleg
—ady)~q>(bx—ay),
mit a fenebbi 1) egyenletbe helyettesítvén, lesz : 
z=yj-\-^q>(bx—ay),
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s ez az adott egyenlet teljes egészlete ; ha benne a = ó = c =  1 
tétetik, lesz :
z~ y-\-y(x—y) minta y - j-  ~ — \* 1 - dx 1 dy
egyenlet egészlete.
(2-dik eset.) Az egészelendö egyenlet legyen :
/ ' * Y / ' * S = s l.
^<dxS \<dyS
Ezen egyenlet nyilván még így is írható : pq=  1, s ennek 
egészelése végett, a mi általános
dz=pdx-\-qdy 
egyenletünk folytán áll :
z = J  pdx+ ^qdy,
mely egyenlet egyes tagjainak értéke e következő :
^pdx= px— x dp, és |  ydy—qy—  ^ydq,
e szerint fenebbi egyenletünk még így is áll :
1) z= p x jr qy— yxdp-\-ydq), 
ezen egyenlet segítségével pedig a fen adott egyenlet már 
egészelhetö lesz azop esetre, ha pq= l ; mivel t. i. q=- , 
ezen érték helyettesítése adja :
z=PX+p— ^ dp minthogy dq= ,
már pedig könnyű belátni, hogy dp^jx— '^ ^ k ife je ­
zés csak azon esetre egészelhetö, ha 0 ~ f )  szorzó a p-
nek valamely függvénye, minek folytán j  d p ^ x — szin­
tén csak p-nek függvénye lehet, melyet <p(p)-vel jegyezvén, áll : 
2) z = p x + l—y(p)i
ír
mivel pedig ez esetben áll : dpCx— -^= d p .(p '(/>), avagy:
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x ——n~q '{p), következik ebből : * = —2-j-qp'(p), mit x he­
lyébe tévén a 2 ) alatti egyenletben, nyerni fogjuk :
2 u
3) 2=y+p<P '(p) — rP(p)>
mely egyenlet által már a keresett viszony van képviselve. 
Ha e kifejezésben tétetik: cp'(p)=a— —, lesz cp'(p)dp=
dp ( a~ „ d - tehát
< p (p )= a p —  ;
mivel pedig p)( áll még’: miből:
tehit »Afx—a
mind ezeket pedig, a fenebbi 3) alatti egyenletbe tévén, lesz ;
_2yVr x—a . 2ab
V  y-\-b (x—a){y-\~b)
avagy rövidebben :
_ 2y{x —a)-\-2ab 
V (x-a)(y-\-b ) ’
ez pedig már az adott egyenlet egészlet'*, a felvett esetben, de 
csak részletes, mivel benne a tetszésszerinti függvény hiány­
zik. A legegyszerűbb eset akkor áll be, ha a ~ b —1, melyben 
áll :
z—2 x.y. 
(3-dik eset.) Egészelendő légy
GD+Cg)-
en :
egyenlet.
Ezen egyenletet nyilván még így is írhatni : p n~-\-q1 — 1 > kö­
vetkezőleg az előbbi eset z=px-\-qy— l (\xdp-\-ydq) egyen­
lete szerint, ez is egészelhető lesz, áll ugyanis : q = V  \ —
TJCl/7)tehát : dq—r-----*=====, minek helyettesítése által kapjuk :
V  1—p '1
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/ $
—px-\-y V 1 - p -— 1 dpfc py
V b -p )
mivel pedig az utolsó tag egészlete csak p- nek függvénye le­
het, szabad lesz tenni :
dp( x~ v ^ f d =:<fip)’
ebből pedig nyerjük :
x  — yp
V l —p 1 :<p'(p)>
és az adott egyenlet egészlete lesz :
z=zPx -\-y V l—p^—^Cp) ;
a lehetőleg legegyszerűbb eset akkor áll be, ha qp(p)=0 , mely­
ben áll :
py
V T P-
miből ----- , tehát
V x  *+yn-
V 1—V-—
^  V £C--{-y* ’
miknek helyettesítése adja :
y- V x l-\-y"-,
V  x l - \ y n- V  x n-~ \-yn- 
s ez az adott egyenlet egészlete azon esetre, ha q>(p)=0.
Ha más esetben p —shírj és q=cosr/ tétetik, lesz : 
V 1—p <1=q=cosr], tehát dp—dyrosq miatt áll :
*= “ í^ seH
mivel pedig az utolsó egészlet nem lehet egyéb, mint q-nak 
függvénye, ha azt cp(?j)-val jelöljük, nyerni fogjuk : 
z=xsinrj-]-ycosr]—(p(rj),
mint az adott egyenletnek ez esetbeni egészletét.
(4-dik eset.) Az egészelendő egyenlet legyen e kö­
vetkező :
(dz Xcc  f  d z \d xS a  \ d y s ’
mely egyenletet még így is szabad írni :
px
mely érték az általános egyenletbe tétetvén, lesz :
2 a*
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itt azonnal látjuk, hogy a 4 " szorzónak egészlete =  
^ l o g a maga az egyenlet tehát csak azon esetre lesz 
egészelhető, ha px  szorzó ^Zo^ íc-|- kifejezésnek függvé­
nye lesz, az adott egyenlet egészlete tehát szinte ^ logx-\- 
nak lesz függvénye, melyet ha q> ^logx-J- ^^által jelölünk,
áll :
z= cp(logx+  0 ;
mivel továbbá px  ennek első külzeléki hányadosa, lesz : 
px= cp '( logx-\- következőleg p^z^-y'Clogx
v  tIC x
es
q ^ Q o g x + V j ,
mely kifejezések együtt az adott egyenletnek megfelelnek.
Ugyanazon egyenlet még így is egészelhetö: a fenebbi 
1) alatti egyenlet t. i. még így is írható :
z—px— |  xdp-\- pxJí_ p x ^ ~
az utolsó egészlet pedig csak azon esetre meghatározható, ha
px  szorzó —logp^-uek valamely függvénye lesz, melyet
—lopp^  által jelölvén, áll :
z —px -[-(p —l o g p következőleg
p x = c p '( j—logp)  ,
s ennek folytán :
mely érték teljesen megfelel az adott egyenletnek.
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(5-dik eset.) Adva van e következő külzelékt egyenlet:
( ) • ( . )
melyet, mint tudjuk, így is szabad írni : 
l - j - -, miből
9 =  ~P> a
mely érték az általános egyenletbe tétetvén, lesz : 
dzzzzpdx—pdy \-Z- '- , miből
p{dx—d y )= z (^ Z— d- ^ } avagy
Ezen egyenlet jobb része azonnal egészelhető, a bal részében 
előforduló (dx—dy) szorzónak egészlete'pedig (x—y) lévén , 
ezen rész máskép nem lesz egészelhető, mint csak úgy, ha 
V-  szorzó szintén (x—yj-nak valamely függvénye lesz , mely 
függvényt cp(x—y)-nal jelölvén, áll :
lo9z—ya= v (x - y ) ,
hogy pedig ezen kifejezés az adott egyenletnek valódi egész-
lete, e következő módon meg lehet mutatni, áll t. i. szintén :
V „ Ilogz=(p(x—y)--j-- , következőleg z—e ^ . d y);
mivel pedig y) szintén csak (x — y)-nak függvénye, sza- 
bád lesz azt y{x—y)-al jelölni, s így áll még :
y
z— ty(x—y)e&,
ezen egyenletnek első x szerinti részlet-külzeléki hányadosa ez : 
dz y- ,
dx~ P = e^ ( .^ —y),
ugyanannak első y szerinti részlet-külzeléki hányadosa pe­
dig ez :
dz 1 - y
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és az utolsó két egyenlet összeadásából ered :
dz . dz 1 - . . z—t- -j-=~e^.xp(x—y) = - , dx dy a K ^ a
mint ezt a fen adott egyenletben is látjuk:
(6 -dik eset.) Az egészelendö egyenlet legyen :
Ez egyenletben X  cc-nek, Y  pedig y-nak valamely függvénye, 
végre A állandó mennyiségnek tekintendő. Ez továbbá így 
is írható :
pX-\-qY=A, miből y—
ezen érték pedig az általános egészletbe tétetvén, tesz :
dy pXdydz—pdx-\-A.- avagy
* = 4 4 * * (  f - f >
miből egészelés által kapjuk :
'dx dir
X ~  Y
itt azonnal látjuk, hogy ezen egészletek elseje könnyen meg­
határozható, mivel az tisztán csak y-nak függvénye ; másika 
azonban csak azon esetre lesz egészelhető , ha qiX szorzó az 
✓  dzc díj \  *
I-—*— kifejezésnek függvénye, mely esetben tehát
által állíthatómaga a kérdéses egészlet f . | 
elő, s így a keresett egészlet lesz :
“ ' ' Í M . Í M r ] -
mely kifejezés a fen adott egyenletnek általános egészletét 
terjeszti elő ; például legyen adva :
mpx-\-nqy—a,
akkor ennek összehasonlításából következik
X— mx, Y=ny, és A—a, 
miket helyettesítvén, lesz :
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z = l lo g y + F . Q l o g x -  h o g y ) ,  
mely egyenlet azonban még így is írható :
z= anlo g y + F .( ^ )
ez egyenletben pedig a=0  és ?n^=n= 1 tétetvén , nyerni 
fogjuk :
mint a C eSyen e^ n^e^ egészletét.
(7-dik eset.) Legyen az egészelendö egyenlet :
x(D+yQ)=z’
melyben X  cc-nek, Fy-nak és Z z-nek függvénye, akkor ezt 
így is írhatni :
PX+qY=Z,miből :
ezen értéket pedig az általános egyenletbe tévén, lesz :
miből könnyű módon e következő egyenletet nyerjük :
dz dy pX Z  dx dy X
Z~~ Y ~  ~ Z \ X ~  Y J ;
mely egyenletből az egészelési feltétek világosan láthatók; 
világos ugyanis, hogy ennek bal része igen könnyen egészei 
hetö, jobb része azonban csak azon esetre lesz egészelhetö,
ha ^szorzó az|~  ^ ^-j/J-nak valamely függvénye vol­
na, ez esetben azonban ezen jobb résznek egészlete, ugyan­
azon kifejezés valamely függvénye tartozik lenni, melyet
•— í* dx ('dy —1I l — =  I — I jelképpel jelölünk, a keresett általános 
z :
y \
ha' L j Í
egészlct lesz
miből z x és ?y-nak függvényében lesz :
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a) ÍHí+/tíH?].
ez pedig a fen adott egyenletnek teljes egészlete, s nincs 
egyéb hátra, mint ezen általános képlet használatát egy pár 
példában megmutatni-
(l-ső Példa.) Adva van e következő egyenlet :
akkor ezt az általános egyenlettel összehasonlítván, lesz : 
X = x n-} Y ~ y és Z=z-, 
miből már következik :
*dx
miknek helyettesítése által kapjuk :
(2-dik Példa.) Legyen egészelendő az :
akkor erre nezve all :
s ezeknek folytán
s mind ezeket az a) alatti egyenletbe tévén, nyerni fogjuk :
mely egyenlet azonban még így is írható :
"  — n y  T / v * * '  y  /  j
a 2 » szorzó az utolsó tagban azért hagyatott el, mivel az úgy 
is (x9—?/-)-nek határozatlan függvényét jelenti. Ha például 
volna, akkor egyenletünk így állna - 
zl^=.ny'i-\-k{xí—y-) , miből : z = ^ny--\-k{x-—yz) ,
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ezt azonban csak részletes egészletnek kell tekinteni, mint­
hogy /(cc2—y2) függvény tágasabb jelentésű; mint k{x2—y2) 
kifejezés.
(8 -dik eset.) Adatik e következő egyenlet : 
+ » ■ ( $ ) = .
melyben mind M  mind N , x és y változók fügvényei. Ezen 
egyenlet egészletét itt azon esetre fogjuk meghatározni, ha 
2-nek egy részletes értéke már ismeretes, mely az adott 
egyenletnek eleget tesz. Legyen tehát 2=  Fa kérdéses érték, 
lesz V nyilván x és y-nak függvénye, s minthogy az adott 
egyenlet így is írható :
1) M p + N q = z ,
V függvényt külzelvén, nyerni fogjuk :
2) dV=Pdx-\-Qdy,
mely egyenletet az általános dz=pdx-\-qdy egyenlettel össze­
hasonlítván , minthogy d V = d z , áll Pz=p és Q=q, s így a 
fenebbi 1) egyenlet tekintetbe vételével áll szintén :
3) M P+NQ =V.
Azon feltét következtében, hogy z z =  V  egy részletes érték, 
mely az adott egyenletnek megfelel, itt : nyilván az adott 
egyenletnek csak általános egészlete meghatározásáról lehet 
szó, melyben, mint tudjuk, a részletes 2= F  egészlet is foglal­
tatik , s így ezen általános egészletet szabad lesz e követke­
ző alakban előterjeszteni :
4) z= F /(T ),
hol f(T ), x és y-nak tetszésszerinti függvényét jelenti; látjuk 
tehát, hogy az általános egészlet megalapítására, csak T  meg­
határozandó , mi végre T-nek teljes külzeléke e következő 
egyenlet által adatik :
5) dT— Rdx-^-Sdy,
hol R és S tényezők , x és y-nak határozatlan függvényei. 
Határoztassék meg a 4) alatti egyenletből 2-nek mind x mind 
y szerinti részlet-külzeléki hányadosa, s nyerni fogjuk :
dz_d V
dx dx és
dz
dy'
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mivel továbbá a 2) és 5) alatti egyenleteket tekintetbe vé- 
vén, áll :
dV__  Í Í L n  dT
d x ~ F ’ d y — U ’ d x ~ R )  GS d y ~ b ’
az előttünk álló két egyenletet még így is lehet írni :
d£ = p = P f(T )4 -R .V f(T ) ,  és 
^==i = Q f(T )+ S V .f(T ) i
minthogy pedig az előbbiek szerint áll :
Vf(T)— Mp-\-Rq,
az előbbi két egyenlet elsejét M-e\, másikát iV-el szorozván, 
s ezután össeadván, nyerni fogjuk :
Vf(T)=(M P+NQ)f(T)-\- V(M R+NS)f'(T ), 
ezt pedig a 3) alatti egyenlettel összehasonlítván azonnal lát 
juk, hogy ez csak azon feltét alatt állhat, ha
MRM R-\-N S= 0 , miből aS—— N
mely érték az 5) alatti egyenletbe tétetvén, lesz :
d T = R ( Ndx~ m y ' ) ,
s ezen egyenlet már alkalmas T^ -nek meghatározására , mind­
amellett, hogy R tényező x és ?/-nak határozatlan függvénye, 
mihelyt azon szorzót meg tudnók határozni, melynek szorzása 
által az (Nd x— Mdy) külzelék egészelhetövé válik. Mind­
ezekből tehát látjuk, hogy a fen adott egyenlet egészelésére 
csak az kívántatik , hogy az adott z— MfíA^Ny egyenletből, 
egy más , d7'=Ndx—Mdy egyenlet alakíttassák , mely egy 
alkalmas R szorzóval szoroztatván, egészelhetövé váljék; 
mert meglevén T, a kérdéses általános zz=Vf(T) egészlet is 
meglesz. Egy pár példa igen czélszerü lesz ezen tárgy fel­
világosítására.
(1-ső Példa.) Legyen az adott egyenlet e következő :
(dz \  f  dz xd i ) y- + \ .d y ) X’
ezen egyenletet az általános egyenlettel összehasonlítván, áll . 
M—y , és N —x,
EGÍSZLETI ITÁNYLAT. 363
azon egyenlet tehát, melytől az adott egyenletnek egészelése 
függ, lesz nyilván :
dT=zR(xdx—ydy) ,
mivel pedig az (xdx—ydy) kifejezés már magában véve egé- 
szelhető, lesz it— 1, következőleg
l —Ä x^—y-).
Látván továbbá azt is, hogy az adott egyenletnek egy részle­
tes egészlete : z—x-\-y— V, annak általános egészlete nyil­
ván lesz :
z—{x-\-y)f{xl—y ,í).
(2-dik Példa.) Legyen az adott egyenlet ez :
C£)(*+y)+C|)(2/ • *>=*•
Ezen egyenletre nézve könnyű meggyőződhetni, hogy : 
z— x^-^-y1 egy olyféle részletes érték, mely az adott egyen­
letnek eleget tesz, mert áll :
dz x , dz y
d x ~  V"xn-\-y'S  dy Vx'i-\-if- ’
mely értékek az adott egyenletbe tétetvén, annak valóban 
megfelelnek. Ha tehát az adott egyenlet általános egészleté- 
nek meghatározására, azt az általános egyenlettel összehason- 
lítjuk, áll :
M— x-\-y , és AT—y—x , következőleg 
dT= R(ydx—xdx—xdy— ydy) ,
mely egyenlet egészelhetővé válik, mihelyt azt
szorzóval szorozzuk, minthogy az így fog állni : 
_ydx— xdy xdx-\-ydy
x<1~\~y~ x^-^-y-
s ebből nyerjük :
x ~\~y~
T_Cydx—xdy Cxdx-\-i)dy
J  x<1Jr y l J  *H V 'Í ’
ezen egészletek elsejét illetőleg, már az előbbiekből tudjuk , 
hogy értéke —arcig.-; a második egészletre nézve pedig
könnyű belátni, hogy értéke —log V x n--\-y-— - log{xa- -j-y-),£
s  mind ezeknek folytán áll :
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T=arctgX~— * log(x*+y°-) , 
ebből pedig e következő általános egészletet kapjuk :
melyre nézve T-nek értéke már ismeretes.
f9-dik eset.) Legyen az egészelendő egyenlet ez :
(d z \ S d z \T x ) \ Z y ) X-y=ZC
Ezen egyenletet még így is írhatni :
-.az.
pqxy=zaz, miből : q— azpxy
mely érték az általános egyenletben Íratván q helyébe, lesz
dz— pdx-{- — — , miből :jpxy
cÉ y = í ? ( d z - Pdx).y  z
Hogy ezen egyenlet egészelhetővé váljék, tétessék :
px . tz— — t , s lesz : p——,z x
s az utolsó egyenlet így fog állni :
ady
y
zrztdz t^zdx
erre nézve továbbá tétessék
t^z—s1, s lesz : t— , s így : 
V z
ady sdz s(1dx
~~ V~z x ’y
miből egészelés által kapjuk :
sdz 
z
alog.y—  j  y sldxx
mely két egészlet, ha részletesen tárgyaltatik, adja : 
f*sdzS
Í*s'1dx í*—— =sHogx—2 » sds.logx, következőleg
2 s\T z—2 ÍrisK z,és
3
alogy—2s 1 ^  z — s'Hogx— 2  ( ds{ Vz -slogx),
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itt pedig azonnal látjuk, hogy az utolsó egészlet csak azon 
esetre meghatározható, ha (V  z—slogx) szorzó s-nek valamely 
függvénye lesz, melyet /'(s)-el jelölvén, magát az egészletet 
/(s) jelképpel szabad lesz előterjeszteni, s így áll : 
n) alogy=.2sVrz—s-logx—2f(s) ; 
mivel pedig :
f'(s)= V r z—slogx , lesz : 2 z—2s‘1logx-\-2sf'(s) , 
minek helyettesítése adja :
alogy=s°-logx-\-2sf\s)—2f(s) ,
mely kifejezés az adott egyenlet teljes egészlete. A legegysze­
rűbb eset akkor áll be, ha f(s )= 0 , tehát/'(s) szintén = 0 ; 
mert ez esetben áll :
j/^  2 2
S—-Z--- , tehát : aloqy=z----- , miből :logx 2,3 logx
z—alogxlogy,
ez azonban csak részletes feloldásnak tekinthető. Ha pedig 
tétetik :
f'(s)-=slogc , akkor : /(«)== |  dsf'(s) miatt lesz :
/(« )= -s2£o<jtc, miből f ' ( s ) ~ y z —slogx miatt á ll:
slogc= V z —slogx, miből :
_ V  z V  z
logx-\-logc logcx ’
mely érték a fenebbi n) alatti egyletbe tétetvén, ered : 
2z zlogx zlogc 2 z zalogyz
logcx {logcx)<1 (logcx)1 logcx logcx ’
avagy :
alogyz^j-^- miből : logcx
z=alogy(logx+logc) ,
mely kifejezés által, 2-nek megint csak egy részletes értéke 
adatik, mely az adott egyenletnek megfelel.
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A MÁSOD RENDŰ RÉSZLET-KÜLZELÉKI 
EGYENLETEK EGÉSZELÉSE.
8 ‘J.) Hogy az ide tartozó tantárgyakat annál jobban 
meglehessen érteni, ezélszerii lesz e következőket elörebo 
csátni :
Ha itt is z alatt x és ?/-nak függvényét értjük, akkor a 
kíilzeléki hány lat elveiből tudjuk, hogy 2-nek teljes első kül 
zeléke mindig esak két részből á ll, mely részek az x és y 
szerinti részlet-külzelékeknek neveztetnek ; az első részlet-
külzeléki hányadosok pedig és ~  jelképek által jelen-
U j %)C (X  Z f
tetnek ki.
Minthogy továbbá ezen két részlet-külzeléki hányado­
sok mindegyike nem lehet egyéb, mint megint x és y-nak 
függvénye : szabad lesz azokat újra külzelni, s így a második 
rendii kíilzeléki hányadosokat nyerni. Itt azonban azonnal 
látjuk, hogy három másod rendű külzeléki hányados lehetsé-
dzges, ha az adott függvény két változóval bír ; mert a ■ 
hányados, ha újra külzeltetik x szerint, a második x szerinti 
részlet-külzeléki hányadost adja, mely jelkép által szo-
dz
kott kijelentetni. Hasonló módon pedig, ha az első —részlet 
külzeléki hányados újra külzeltetik y szerint, nyerni fogjuk a
i •második y szerinti részlet-külzeléki hányadost, mely jel-
,, dz
kép által jeleltetik. Végre könnyű belátni, hogy az első
részlet-külzeléki hányados újra külzelhető, de y szerint, vagy 
dzhogy az első — részlet-külzeléki hányados újra külzelhető, de 
dy
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ao szerint, mindkét esetben egy új másod rendű külzeléki há- 
nyadóst fogunk nyerni,melyet a jelkép állít elő. Egy két
változóval bíró függvényhez tartozó másod rendű külzeléki 
hányadosok tehát, e következők lesznek :
d-z d^z , d-z
d x d x d y '  ° dy1 ’ 
azon feltét alatt t. i. hogy z—f(x,y) legyen.
Ezeket előrebocsátván, már ezen szám czíme is köny- 
nyen érthető lesz Ila t. i. a megemlített három másod ren­
dű külzeléki hányadosok bár melyike, x  és y-nak valamely 
függvényével volna egyenlő: akkor ezen egyenletet egészelni 
nem teszen egyebet, mint ebből az x, y} és z változók közötti 
megfelelő viszonyt meghatározni. Itt könnyen előre lehet látni, 
hogy egy másod rendű részlet-külzeléki egyenletet csak úgy 
lehet egészelni, ha azt egy első rendű egyenletre visszave­
zetjük, mit alkalmas helyettesítés által lehet véghez-vinni , 
tudjuk t. i. hogy áll :
dz , dz
Tx=1’’ ''s d f =q’
mely egyenletek elseje adja :
d‘2z_dp
dx- <hc'
s látjuk, hogy ezen egyenlet bal része már egy első rendű kül-
r •  (Lzeléki hányados, mely által - másod rendű hányados első
d iórendűre hozatik vissza. Hasonló módon - — hányados —
dy- dy
hányados által első rendűvé válik. Végre látjuk, hogy:
d-z _dp__d.q d2z
dxdy c/y ~dx ’ Jelk*P ait«l a ^  hányados első
rendűre hozatik. Ezeket tudván, nincs egyéb hátra, mint né­
mely könnyebb esetek tárgyalása, melyeket e következő rend­
ben hozzuk elő :
(l-ső eset.) Legyen adva c következő egyenlet : 
d-z
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melyben P  alatt x §s y -nak valamely függvényét kell érteni 
Ezt egészelése végett, így is írhatni :
^ -=Pckc, avagy: d . ^ ^ ^ — Pdx, következőleg
dz C
dx
dx Pdx+C,
ha t. i. csak x szerint történik az egészelés, y állandónak vé­
tetvén ; ez esetben azonban könnyű belátni, hogy C nem a 
közönséges állandó, hanem, hogy az ?/-nak függvénye is lehet, 
melyet tehát f(y) által jelölvén, áll : 
dz
miből
z _  C
dx J PdxA-f(y),
dz=dx^Pdx-\-dxf(y), következőleg
1) dx^Pdx-\-ídxf(y)-\-F{y),
hol F(y) a második egészelésnek tetszésszerinti függvénye, 
minthogy ez is x szerint vitetett véghez, y állandónak vétet- 
Ivén. Hogy az utolsó kifejezés, általános egészlete az adott 
egyenletnek, abból következik, hogy benne két tetszésszerinti 
függvény fordul elő, minthogy minden egyes egészelésnek egy 
olyan felel meg. Azon esetre ha P = 0 , az 1) egyenlet ebbe 
megy át :
z— xf(y)+F(y),
mint — - = 0  külzeléki egyenletnek teljes egészlete.
Hasonló módon, ha —P  egyenlet volna egészelen-
dő, melyben P  szinte x és ?/-nak függvénye, a kétszeres egy­
másutáni y szerinti egészelés adja :
-MPdy+yffa)-\-F(x)>
hol tehát f{x) és F(x) a két tetszésszerinti függvény. Ha itt is 
d^zP =  0 volna, —2 = 0  egyenlet egészlete ez lesz : 
z=yf(x)-{-F{x).
Itt czélszerü lesz egy pár példának a tárgyalása.
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(1-sö Példa.) Az adott egyenlet legyen : 
d^z xy 
dx- a ’
melyet a fenebbi általános egyenlettel összehasonlítván, lesz : 
P = — , következőleg
f  Pd,x—y-  í  xdx— p f  ;
1 a J 2a
továbbá áll :
j  dx§Pdx=^ x*dx=jj%L,
s így az adott egyenlet teljes egészlete lesz :
z= ^ i f a+ xA y )+ F(y)-
(2 -dik Példa.) Legyen egészelendö : 
d*z ax
d x "~  V x ^ \-y* ’
ezt is az általános egyenlettel hasonlítván össze, áll :
P =
 ^PJx —a ^
V x^+ y'1
xdx
, tehát :
V" cc2—}-y ‘
—a \f  x^-^-y11
s ennek folytán kapjuk :
 ^ dx Pdx—aj  ^dx x c,—\ - y - ,
mely egészletre az ismert lenyomási képletet alkalmazván ' 
lesz :
■l f* dx
továbbá áll
dx V x x * - \ - y l-\- j
í
V  ce2-J-y-
. ■ =zloq(x-\- V  x^A-ip) , 
az adott egyenlet teljes egészlete tehát lesz :
2= ^ ] / ‘a;‘2-f-y2 +  (~lcg(x-]r Vr x'i-^r yq)-\-x/(y)-{-F(y), 
(3-dik Példa.) Adva van e kővetkező egyenlet :
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itt tehát áll : P—xsin(x-\-y), s ennél fogva lesz :
r*
Pdx—  ^  xdxsin(x-\-y) , 
erre pedig a 35) dik szára 26) alatti képletét alkalmazván, á ll: 
I xdxsin(x-\-y)z=.sin(x —|—?/) — xcos(x - j - s y ) , követk ezőleg
az utolsó egészletre pedig a 35)-dik szám 27) alatti képletét 
alkalmazván, lesz :
^xdxxos(x.-\-y)z=zco:i(Kx-\-y)-\-xsirt(x-\-y) , tehát :
 ^dx CP dx= —2cos(x-\-y)—xsin(x-\-y) , s így :
z-=—2cos(x-\-y)—xsin(x-)r y)-{-xf(y)-\-F(y) , 
mint teljes egészlete az adott egyenletnek.
(2-dik eset.) Legyen egészelendő e következő egyenlet:
melyben mind P  mind Q tényezők x és ?y-nak függvényei 
Ezen egyenlet egészelése végett tétessék :
minek folytán az még így is áll :
~= P p-^-Q } miből: dp=Ppdx-\-Qdx,
mely utolsó egyenlet egészelhetövé válik azon esetre, ha azt 
e—ypdx.el szorozzuk, mert az által kapjuk :
dpe~feáx — Ppdx.e~J pdx =  Qdx.e~fvAx, 
s itt azonnal látjuk, hogy ezen egyenlet bal része a p.e~fpdx 
szorzat teljes külzeléke, egészelés által tehát kapjuk :
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v.e~fM*== j e f rA'Q Jx+ f(jj) ,
hol f(y )  az ismert tetszésszerinti függvény, minthogy itt is 
csak x szerint történt az egészelés. Ebből továbbá nyerjük :
p = e ffd*  ^e - fpd\Q dx-\-f(y).efPdx ,
dzés ha itt p  helyébe értéket helyettesítjük, lesz :
z=z^dxefPÍK .Qdx-f-f(y) |  dxefpá*-\-F(y) ,
ez pedig az adott egyenlet általános egészlete, minthogy két 
tetszésszerinti függvényt foglal magában. Itt nem lesz felesle­
ges még azt is megemlítni, hogy ha
dy- dy
egyenlet volna egészelendő, melyben P  és Q szintén x  és 
?/-nak függvényei, akkor itt is hasonló módon járván el, csak 
azzal a különbséggel, hogy itt y szerint történendő az egésze­
lés, e következő általános egyenletre fogunk jutni :
z=^ef™y dy j e~f***Q dy-\-f(x)^ef¥dy-\-F(x).
Czélszerii lesz itt e következő példák tárgyalása :
(1-ső Példa.) Legyen az egészelendő egyenlet ez :
d^z_n f  dz"\
dx'1 x \ d x /  7
melyet az előbbi mód szerint így is lehet írni :
dp np dp dx ,-r =  — , miből: -=-=zn— következőleg dx x 1 p x
logp— log xn-\-logf(y) , avagy :
pz=xnf(y ) , és p helyébe értékét téve, lesz :
xn^~*
dz—x*dxf(y) , tehát: z - —^ - f { :y)Ar F{y) ,
mint teljes egészlete az adott egyenletnek. Azon külön esetre,
ha w =l, áll :} O] =- ~  i
/ 24*
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(Íz 1
V~ ~ d x ~ ~ x ^ '  küvetkezöleg 
z=logx.f(y)-{-F(y).
(2-dik Példa.) Legyen az adott egyenlet :
d^z n /" d z^ \ .  a
dx" x \ d x S '  xy ’
ezt is az előbbi mód szerint következőképen lehet írni :
dp_np. a
dx x ' x y
npdx . adxmiből : d p ~ —---- [■x ' xy
ezen egyenlet egészelése végett pedig, jó lesz azt x° mennyi 
séggel elosztani, minek folytán kapjuk : 
dp_npdx. adx
ÍCr a?n+1 yx'n-J-l >
melyből e következő kifejezés ered :
xdp—npdx  adx
r-n-H yx
hol azonnal látjuk, hogy ezen egyenlet bal része a ~  hánya­
dosnak teljes külzeléke, egészelés által tehát nyerjük :
p_ aC dx \
x" y j  ’
itt pedig a kijelentett egészelést véghez vivén, nyerni fogjuk :
végre p  helyébe értékét tévén, lesz :
dz= — —— \-xudxf(y) , miből egészelés által : 
ax . ajn+x
hol F(y) a második egészelésnek tetszésszerinti függvénye; 
s ez az adott egyenlet általános egészlete.
(3-dik Példa.) Legyen az egészelendő egyenlet :
d^z_ 2x Z'dz X , x
dx- x~-\-y*\^dx/ ay ’
mely egyenlet a p értékének segítségével így is írható :
dp  2px x
dx x--\-y1 ' ay miből : dp
_2pxdx xdx
x--\-y- ay
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ha ezen egyenlet mind két része (x2 -vei elosztatik, ak­
kor ez egészelhetövé fog válni, mert e következő kifejezést 
kapjuk :
dp 2pxdx xdx
(x*-\-y*) - ~  ayix'+y'1) * 
mely egyenletet így is lehet írni :
dp(x*-\-y'1')—2pxdx  xdx
{x'ljry'1)"- ~~ ay(x2-\-y-) ’
jj
ezen egyenlet bal része pedig nyilván a — - j - hányadosnak
teljes külzeléke, ha t. i. azt csak x szerint kíílzeljük; egésze­
lés által tehát nyerni fogjuk :
V 1 T xdx , „„ N
ava*>':
^ » = 2
miből továbbá kapjuk :
%(*'-’+ y 1)+ (* 3+ / ) / ( y ) ,
és j?-nek az értékét visszahelyezvén, lesz :
z = ^ ^ dx x^ ^ y ^ lo^ x<lJr y ^  + f ( y ) ^ dx(x<1Jry'1) +  F(y)-
Itt látjuk , hogy J 'dx(x1-\-yi)) ha azt x szerint cgészeljük,
‘dClesz z=-(xl-\-oy'1) , a második egészletet azonban részletesen o
kell tárgyalnunk, J'udv— uv—(/*vdu képlet szerint, melyben 
teendő :
(x--\-y-)dx=dv, és log{x<1-\-y,1)— u) s lesz :
mely utolsó egészlet e következő kettőbe megy á t :
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melyekre nézve közvetlen osztás által nyerjük :
2C xxdx 2x3 2a??/2 2y3 x
es
2yf x*dx x/’.arcig-,
miket helyettesítvén, e következő általános egészletet fogjuk 
nyerni :
z—x%^v !J — é X x W - 12yiarctO9 ay
(3-dik eset.) Meghatározandó e következő egyenlet 
egészlete :
= p
dxdy ’
hol P mind x mind y-nak függvénye. Ennek egészelése vé­
gett te 
adja :
étessék : s lesz : -f- minek helyettesítésedx dxdy dy
miből : dp— Pdy ,
ez egyenletből pedig, ha x állandónak vétetik, kapjuk : 
p— ^ Pdy-\-j(x) ,
hol f(x )  az első egészelésnek tetszésszerinti függvénye, és p 
helyébe értékét visszahelyezve, lesz :
dzzzzdx ^ Pdy-\-dxf(x) ,
itt pedig ha y állandónak vétetik, és csak x szerint vitetik 
véghez az egészeléB, nyerni fogjuk :
Z=\  dx \ PdyJ[~ > 
hol F(v) a második egészelésnek tetszésszerinti függvénye. 
Minthogy továbbá dxf(x) tisztán csak a?-nek függvénye, 
egészletét cp(x) által jelölvén, áll még :
-MPdy-\-(f(x)-\-F(y)
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mely kifejezés az adott egyenlet teljes egészletének tekin­
tendő , minthogy benne két tetszésszerinti függvény fordul
dzelő. Ezen képlet nyerése végett tétetett — = p , és legelőször
CLOC
t clzy szerint történt az egészelés ; ha pedig — z=p tétetnék, és
az első egészelés x szerint vitetnék véghez, akkor nyilván e 
k övetkező általános képletet kapnék :
i  dy  ^Pdx-j—f(y) -\~F(x).
Felvilágosításul szolgáljanak e következő példák :
(1-sö Példa.) Legyen az adott egyenlet :
d-z ,-r—í = ax-j-by: dxdy 1 * ’
lesz : P ~ax-\-by , s így szükségképen áll :
I Pdy— a x y ^ b y - ,  miből továbbá :
Í, C i ax<ly  I b lfx  1 . . , ,dx \ P dy= —  +  2 ~ ~  2xy(a x ' jy) > 
az adott egyenlet teljes egészlete tehát lesz : 
z= \ xy{axJr by)-\-f{x)-\-F{y).
(2-dik Példa.) Adatik e következő egyenlet : 
d*z
dxdy
=  V a°— y*-
ha itt legelőször x szerint vitetik véghez az egészelés, akkor 
P ~ V a2—y2 miatt, lesz :
Pdx—x V"a *— ?/2 , következőlegS .
^dy ^  Pdx ~ x  ^ d y V a '-y " - ,
mely egészlet az ismert lenyomási képlet szerint tárgyalhatván» 
lesz :
■ arcsin- , tehát :
a^ d y V d l- í f - =  ? / - + -g '
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P d x = ^ V aLi
2
2/M-
a-x . y ——arcsin-- , 2 a
s ennek folytán az adott egyenlet teljes egészlete lesz :
z= -^V a * —yl+ ^ a r c s in ya -f-f(y)+F(x).
(4-dik eset.) Vegyük még egészelendönek e következő 
egyenletet :
d^z
dxdy - < £ ) « •
melyben P  és Q tényezők mind x  mind y-nak függvényei.
Ennek egészelése végett teendő :
dz . d^z dp-——p. s lesz : —— 7 — — , dx dxdy dy
minek következtében az adott egyenlet még igy is áll :
dp
dy= P p-\-Q , miből: dp— Ppdy-\-Qdy,
mely egyenlet egészelhetövé válik, ha azt e~/pdy-nal szoroz­
zuk, mert ez által ezen egyenlet következőbe megy át : 
er f pdydp—Ppe~ffdjdy— e~fMyQdy , 
itt pedig azonnal látjuk, hogy ezen egyenlet bal része : 
pe~fPdy szorzatnak teljes kiilzeléke , egészelés által tehát 
kapjuk :
pe~fpdy=z  ^ e~Jpd*.Qdy-\-f(x),
hol f(x)  az első egészelésnek tetszésszerinti függvénye ; eb­
ből pedig kapjuk :
p = efvdy |  e~~Jpdy.Qdy-\-efpdyf( x ) ,
és ha p-nek értéke vissza-helyeztetik, és az egészelés véghez 
vitetik, lesz :
z—^  efpdydx^ e~Jpdy Qdy -j-
ez pedig az adott egyenlet teljes egészletének tekintendő > 
minthogy két tetszésszerinti függvénynyel bír. Példa gyanánt 
tárgyalandó legyen e következő egyenlet: 
d^z « /  d z \  . m
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tévén itt ^ X= P > következőleg akkor az adott
egyenlet ebbe megy á t :
d p ^np  m miböl; d n ^ j  ™Ay 
dy y x y x
ha továbbá ezen egyenlet mind két részét r/n*el elosztjuk, ak­
kor ez egészelhetővé fog válni, s így áll :
dp npdy mdy
yn y" + 1 xyn ’
mely egyenletnek első megtekintéséből látjuk, hogy ennek 
Pbal része a ^  hányados teljes külzeléke, egészelés által tehát 
kapjuk :
r = ^ r + f '(x )’ ava^ :
p-OT_____
yn— (n—^ x y - 1^  .
miben az yn nevezőt eltüntetvén, és p helyébe értékét helyet­
tesítvén, lesz :
d 2 = _
(n—\)x  1 J J y J
ebből pedig második egészelés által kapjuk :
mz=z—  — j-y.logx+ yn  ^dxf(x)+ F (y) ; 
mivel továbbá
fi
d x f‘(x)ssf(x) tehető,í
áll még :
Yíí— ylogx-\-y*f(x)-\-F(y),
mely kifejezés az adott egyenletnek általános egészlete, mi' 
vei két tetszésszerinti függvénynyel van ellátva.
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EGYÜTTES KÜLZELÉKI EGYENLETEK  
EGÉSZELÉSE.
90.) Valahányszor több külzeléki egyenlet adatik, me­
lyek mindegyikében az x , y , z , v .............. változók egyike
vagy másika fordul elő, de úgy hogy ezen változók mindegyi- 
ke, egy ugyanazon t változótól függ, az említett külzeléki 
egyenleteknek tehát együtt azaz függőleg egymástól kell áll­
mok: akkor ezek együttes külzeléki egyenleteknek neveztet­
nek (simultane Differential-gleichungen).
Ha tehát azt képzeljük, hogy n olyféle külzeléki egyen- • 
let van adva, melyekben egyszersmind ugyanannyi változó 
fordul elő, de ezen változók mindegyike ugyanazon t válto­
zótól függ : akkor mindig lehetséges lesz, az adott egyenletek­
ből (n—1) változót kiküszöbölni, s így egy olyféle külzeléki 
egyenletre jutni, melyben csak t, és a fen említett változók 
egyike fordúl elő; ez pedig ha egészelhető volna, a többi vál­
tozók meghatározására is szolgáland. Aváltozók kiküszöbölését 
illetőleg, ez, mint könnyű belátni, tisztán csak algebrai miité- 
telektől függ, a milyenek t. i. a közönséges egyenleteknél is 
használatban vannak. Ezen eljárás kellő megértésére, adva 
legyen e következő két kiilzgléki egyenlet :
p-\-P .jc+ Q y= R , és
OjZ
-\-Pix~\-Q\y= R i » avagy :
1) dx-\-Pxdt-\-Qydt—R dt} és 
dy-^-P^dt-^Q^dtzzzR^dt,
melyeket együttes külzeléki egyenleteknek kell tekintenünk, 
melyekben P, Q, R, P l5 Q„ és P , tényezők, t függvényeinek 
tekintendők; akkor ezekből egy egyenletet fogunk nyerni 
az által, ha az utolsó egyenletet bizonyos K  szorzóval, mely
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í-nek függvénye, szorozzuk, s az így nyert eredményt az 
első egyenlethez hozzá adjuk. Ezen eljárárás által e követ­
kező egyenletre jutunk :
2) (P + P tK) [ x + y - ^ ^ ^ d t + d w + K d , j= d , ( R +  fl, K), 
mely egyenlet u és t között első rendű lesz azon esetre,, ha 
3) dx-\-K(hj=d.^x-\-y ■ áll.
Ebből továbbá világosan következik, hogy :
K = Q i ^ ^ - n e k  kell lenni;
tévén tehát :
x-\-y. Q+QtK• p + p t K ’ 
a fenebbi 2) alatti egyenlet így álland :
(P + P 1^ )«d<+cfu= (R-\-RxK )dt, 
ez pedig, mint látjuk, egy vonalos első rendű külzeléki egyen­
let, melyben a változók már elválasztvák egymástól, ez tehát, 
mint az előbbiekből tudjuk, sok esetben könnyen egészelhető. 
A fenebbi K-t adó egyenletből továbbá látjuk, hogy AT-nak 
két értéke van, mely értékek arra használhatók, hogy mind x 
mind y változó, í-nek függvényében legyen kifejezhető. Ezen 
két egyenlet azonban, mint később látni fogjuk, az együttes 
egyenletek külzelése áltál is nyerhető.
(1-ső Példa.) Legyen adva e következő két egyenlet :
dyj f+ A x + B y —0 , és — -{-A ^-^B ^y—0,
hol A, B, A l és B x állandó mennyiségek; ha ezen egyenletek 
másodikét A'-val szorozzuk, és az eredményt az első egyenlet­
hez hozzáadjuk, lesz :
( A + ,
s minthogy itt az előbbiek szerint állnia kell :
dx-{-Kdy— d ^ x -j-  y \ ,  tehát,
ha a zárjelbeni mennyiséget ?í-val jelöljük, áll : 
dx-\-Kdy— du , következőleg
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1) (A-\-KA^)udt-\-duz=0.
Továbbá látjuk, hogy K-ra, nézve e következő egyenlet áll : 
K^ - B+ KB ■
A + K A , 
, A - B ,  
^  A,
, miből kapjuk 
K - ? = 0 ,
miből következtetnünk kell, hogy K-nak két értéke van, 
mely értékeket itt k és k'-e\ jelölünk. A fenebbi 1) egyenlet 
pedig adja :
■=—(A-\-KA^)dt, és A-j-ALd,—7i tétetvén, lesz :u
—= —hdt, tehát: logu=—lit, avagy : í/=eae~ht;
mivel pedig Ä-nak két különböző értéke van, minthogy az K- 
tól függ, valamint tehát AT-nak kettős értéke van , úgy h is, 
kettős értékkel bírand, mely értékeket h és h‘- el jelölvén, 
w-ra nézve e következő két értéket fogjuk nyerni : 
u=zCe~ht, és «jrrrC'e-11'1; 
minthogy továbbá áll :
du—dx-\-kdy , és du lz=zdx-\-ktdy , 
így ezen egyenletek egészelése által kapjuk :
2) u— x-\-ky , és ul=:x-\-Jc'y, 
me ly két egyenletből már mind x mind y kifejezhető t-nck 
függvényében, mert ezekből e következő két egyenletet 
kapjuk :
C e ~ ht- C ' e - h'{ , 
k - k - ....• es
Jc'Ce-ht—W e - h,t 
X~  k—k'
A fenebbi 2) alatti egyenletek egészleteihez semmi állandó­
kat nem csatoltunk, minthogy ezen állandók többé nem tet­
szésszerintiek, hanem inkább C és C  állandóktól függnek , s 
így velők egyesülnek. Általánosan véve, az együttes külze- 
léki egyenletek csak annyi állandót adnak, amennyit a rend­
számok összege tesz a legmagasabb rendű külzeléki hánya­
dosokban, melyek az adott egyenletekben fordulnak elő.
(2-dik Példa.) Legyenek az adott egyenletek :
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~ - \ - A y = 0 , és ^  + B x = 0 , avagy :
dx-\-Aydt=0 , és dy-\-Bxdt=0, 
mely egyenletek utolsóját A'-val szorozván, és az első egyen­
lethez hozzá adván, nyerni fogjuk :
dx+Kdy+H Kdi ( * +  ^ y ) = 0 ; 
hogy pedig ez egészelhető legyen, kell hogy álljon : 
dx-\-Kdy=zd.^x-\- > tehát:
K— ß X ’ miből: A"-—-  , s így :
tévén továbbá :
x-\~-ß^y= u, lesz: dx-\-Kdy=zdu,
és a fenebbi egyenlet még így is áll :
du-\~BKudl=0, miből : 
du—= —B K dt, tehát: loyu——BKt-\-af s így :
i/=:ea.e—BKt, avagy: u—Ce~BKt ] 
mivel pedig AT-nak két értéke van, w-nak is két értéke lesz, 
mely második érték wr el jegyeztetvén, áll :
tt1= C ,'eBKt, minthogy továbbá BK=zA-VAB=n  , 
áll még :
w=Ce~nt, és ul —C'ent ,
ámde áll szintén :
mely egyenletek összeadása és kivonása által nyerjük : •
fő-dik Példa.) Legyenek az adott egyenletek :
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^ + 4 H "3 iy=t, és ^4-2® -h5y=«‘, avagy :
cZíc-|-4a?cZ<-j-3?/^=^< , és dy + <2xdt-\-5ydt=dt.Kt , 
mely utolsó egyenlet Ä"-val szoroztatván, és az elsőhöz hozzá­
adatván, lesz :
dx+ K d y+ iH 4 + 2 K )\* ±  |±||y]=*(í+ír«*),
itt tehát szükségkép állni kell ennek :
dx-\-Kdy=d.^x-\- > és ha
x-\- Etetik, lesz : dx-\-Kdy—du ,
es miv'el 7 nyerni fogjuk :
A = |±  | , avagy : isT=? és AT— - - -1 ,
egyenletünk pedig e következőbe megy át : 
du+(A-\-2K)udt=dA{t-\-Ke}), 
és ha rövidség okáért : Al-\-2K=.A tétetik, áll ;
du-\-Audt—dt.(t-j-Kei) = 0 ,
mely egyenlet egészelése már ismeretes előttünk, ez t. i. a 
dy+Pyd x -\-Qd x— 0
egyenlettel teljes hasonlósággal hír, ezt pedig már a 62)-dik 
szám 4-dik példájában egészelni láttuk, hol e következő 
általános képletet találtuk :
y= e~ fpdx £ — dxQefpdx-j e j  ,
hol y ?t-val, x pedig í-vel lesz felcserélendő , továbbá P=zA 
állandó mennyiség, és Q— — mi knek helyettesítése 
adja :
w—ő-At. [  |  tdtekí
A zárjelben előforduló egészletek elsejét, részletesen kell tár­
gyalni, J*udv—uv—J*vdti képlet segítségével, melyben 
teendő :
eAt
dteP—dv, és v= t, slesz: dtt=df, és v ~ —> > A
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minek folytán áll :
í 0At
+ ^ " At;
f  . feAt e
= 7 ----és
Ke\eM 
7 l+ A  ’
miknek helyettesítése adia :
—1  1 . _Ket 
" ~ A ' A*T~\-\-A
mivel pedig AT-nak, tehát -A-nak is két értéke van, ?í-nak is
3két értéke lesz, ha tehát először AT=- , tehát A=7, azután
pedig K = — 1 , tehát A = 2  tétetik, észre vévén még, hogy 
u=x-\-Ky} nyerni fogjuk :
i 3 _t 1 . 3e' .
x+ 2 y~ 7 49"^16^"Ce ‘ ’ 63
x - y = \ - \ ~ i j r c,*-u .
mely egyenletekből x  ésa/ nak e következő értékeit nyerjük :
9
v — -~- - - - - --  4 - — ^ __ C e-"1 ‘ -  í7V~2t-
27 98 7 ‘ 24e ’
igy tehát mind cc mind y ki van fejezve í-nek függvényében.
(4-dik Példa.) Advák e következő egyenletek ;
dx
di -\-by-\-cz^=.f) , 7 és
dz
dt -f-öfjaj-J-ft,?/— 0 ;
akkor itt mindenek előtt z eltávolítandó lesz, mi végre e kö­
vetkező módon kell eljárni: Kiilzeltessék az első és második 
egyenlet, s áll :
dqx ,dy . dz „ , d-y dx . dz
7 7 + Í t 4-Ct = ° )  es ~T7> ~haT --rci d.t.2 ' f i t '  rlt ’ dt- 1 dt dt
dzezekben pedig — nek értéke a harmadik egyenletből helyet- 
dt
tesíttessék, s e következő két egyenletet fogjuk nyerni :
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dP-x . rdy 7
—<»i®—c&,y=0 , esdt
dxd^y . 
d i i+ adt ilc1x —c1&,3 / = 0 ;
-a{ cl bx—b, c, by= 0 ;
ezen egyenletek elsejét újra külzelvén, ered :
d3x . 1dHi dx , dy . 
_ + 6 _ 2 - c a _ _ c 6 i _ - = 0 ;
ha pedig ezen egyenletek másodikét ú-vel szorozzuk , és az
utolsó egyenletből kivonjuk, nyerni fogjuk :
d3x . . 1.dx  , dy—  - { c aí+ah)Tt - e b , -
végre az adott egyenletek elsejét ú,c,-el szorozván, és az 
előttünk álló egyenletből kivonván, kapjuk :
^ —( c a ^ a ó - f  ó,Cl) ^  +(cb1a - b a lcl)x= 0  ,
mely külzeléki egyenletnek csak x és t között van helye, és
ha rövidség okáért tétetik :
cai-\-ab-\-blcl-=zh, és cbxa—baxcí= k ,  áll:
d3x  , dx , 7-\-kx= 0 ,dt3 dt
ez pedig, mint látjuk, egy harmad rendű vonalos külzeléki 
egyenlet, melynek egészelése már a 81)-dik szám alatt meg- 
mutattatott; ezen egyenletnek t. i. íc=őrt érték által meg van 
felelve, áll ugyanis
P = r e ' > , é sdt 1 dt3 ’
miknek helyettesítése által, a fenebbi egyenlet e következőbe 
megy át :
í’3—hr-\-k= . 0  ,
melynek, mint tudjuk, három gyöke van, s ezeket a, a\ és a" 
által jelölvén, ennek három részletes egészletei lesznek : 
x—Ceat, a;=C/ea't, és x=C"ea,"t , 
mikből e következő általános egészlet ered : 
x=Ce&t -\-Ce* t+C ,"ea"t ,
mivel benne, mint látjuk, három tetszésszerinti állandó fordul 
elő. Meglővén x , y nak értékét az által fog juk kapni, ha az 
adott első és második egyenletekből z változót kiküszöböljük, 
mi által e következő egyenletre jutunk :
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dx dy
\ t t - cd t + ° 'by~ acx= {
itt pedig, ha — és x helyébe a fenebbi egyenletből eredő ér­
tékeket helyettesítjük , e következő alakú egyenletet fogjuk 
kapni :
cdy-\-nydt—f(t)dt=z0  ,
melynek a dy-\-Pydx-\-Qdx-=zO egyenlettel teljes hasonlósága 
van, ez tehát szintén a 62)-dik szám alatti minta szerint lesz 
egészelhető. A kijövő eredmény a?-nek az értékéhez lesz ha­
sonló.
(5-dik Példa.) Legyenek az adott egyenletek :
dqx dx d-y dy . _ ,
2- w + d t + x + J + S + ! /= 0 ’és
__________ d'ty | Krx dy
dt2
Ezek, mint látjuk, másod rendű vonalos külzeléki egyenletek, 
melyekben ha x= emt, és y~ A emi teszünk, áll :
d-x dx
+ 96ST ■9» + s í + í 0 i + 16^ -
dx d^x -m ze" =viAemt, dt ;
- „ Iesdt ’ dt- ~ ' ......  ’ dt2
ezen értékek helyettesítése által az adott egyenletekből 
kapjuk :
2m2-}-w-j-l-j-i4(m2-j-m -|-l)=:0, és 
m2-j-96m—9-j-i4(m2-)-50/n-|-15)=:0 , 
mely egyenletekből , ha az A tetszésszerinti mennyiséget el­
távolítjuk, e következő egyenletre fogunk jutni : 
ro4-J-4m3—-lm-—-22m-{-24=;0 ,
A tényezőre nézve pedig áll :
^ _ 2 ra‘2-}-in-{-l
Továbbá könnyű meggyőződni, hogy az utolsó-előtti egyen­
let gyökei :
rn— l , m— 2 , m——3 és m = —4 , 
miknek folytán A-ra nézve is e következő négy értéket 
kapjuk :
4 . * 11
A '  3 * 7
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a = ~ T ’ a = - ví
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Ezeknek következtében pedig a?-re és ?/-ra nézve, e követ­
kező négy értéket kapjuk :
x —e1, x —en , x= e~3i, és cc=e~4t; továbbá :
y = —  ~3e > y = -
í i ___ 16e-at
“  7 6y =
29, es < / = -  n é ­
mely kifejezéseket ha C, C', C" és C"' állandókkal szoroz­
zuk, ugyanannyi részletes egészleteket fogunk kapni, miknek 
összeadásából e következő általános egészleteket nyerjük : 
x=Cet-\-C'e)t-\-C''e~3t-\-C'"e~‘ít, és
y = - i c é -  y  c v -  y6 C"e- » - ® e v ‘ .
(6 -dik Példa.) Egészeljük még e következő két egyen­
letet :
d-z , du_ , d2u , dH__
dxdy a dy ’ d x d y 'Cdx1 ’
akkor, ha ezek elsejét x  szerint külzeljük, és az így nyert 
eredményt a második a-val szorzott egyenletből kivonjuk, 
ered :
d3z
dx^dy
d-z _ 
a cd ^ = b ’
mi által tehát, mint látjuk, u eltávolíttatott, s ezen harmad 
rendű részlet-külzeléki egyenlet nyeretett, melynek egésze­
lése végett, azt még így is írhatjuk :
d3z _ dlz ,
d M ^ ~ aCd^-^~  ’
hogy pedig ez első rendű egyenletre visszavezettessék, teendő :
d3z d2vdz d^z dvT = v ,  l e s . : ^ = ésdx 1 dx-dy dxdy ’ 
miknek helyettesítése által, a fenebbi egyenlet e következőbe 
megy át :
dH dv .
~düdy~aC‘ d ^ ~ l  ’
mely már csak másod rendű külzeléki egyenlet. Itt továbbá 
teendő :
dv . dH du 
dx U ’ GSZ ' dxdy dy ’
mi által az előttünk álló egyenlet e következőbe megy át :
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— z=acu-\-b, avagy : du~acudy-\-bdy ,
mely egyenlet a 89)-dik szám (4-dilc eset) alatti egyenletével 
Összehasonlíttatván, láthatni, hogy
P = ac , és Q=&, következőleg
u~e™y |  e~mbdy-\-eACyf( x ) , avagy :
« = --------}-éiC'f( x ) ,ac
itt pedig u helyébe a fenebbi érték tétetvén, lesz : 
bdocdv—— ----- |-eACydxf(x) , következőlegac
— — +  eacy \  dxf(x)-\-f(y) ,ac í
itt végre v helyébe a fen kitett értéket tévén, lesz : 
b'Ycl/v C*
__U e™ydx i drf(x)-\-d'xf(i/), tehát :
( y ) ,
bxl í* (*
z~'~~ 2 c ic~ ^~ ) d x ) dxf ( x) + xS(y)+ Fí
mivel pedig f d x j *  dxf(x) helyébe nyilván <jp(;«)-et lehet ten­
ni, a keresett teljes egészlet lesz :
z = ~ 2~  -\~xf ( y ) + F (y ) - h * cyM x ) >
minthogy benne három tetszésszerinti függvény fordul elő.
EGESZLETI KEPLETEK GYŰJTEMÉNYE.
Toldalék gyanánt, nagyon czélszerii lesz itt, azon 
egészleti képletek gyűjteményét előterjeszteni, melyek részint 
az előbbiekben már le voltak hozva és bebizonyítva, részint 
pedig az elörebocsátott elvek segítségével könnyen lehozha­
ttak és bebizonyíthatok. Ezen gyűjteménynek azon előnye 
van, hogy bármiféle külzeléki kifejezésnek egészletét azon­
nal ki lehet írni és használni.
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I. szám.
Alap egészletek.
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II. szám.
x mdx
(a-\-bx)n 
alakú cgészletek.
alakú egcszletek.
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alakú háromszaku egészletek.
alakú egészletek.
V. szám.
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alakú egészletek.
KGÉSZLETI h á n y l a t . 303
alakú egeszletek.
VIII. szám,
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^\a^x)(b-\-x)(c-\-x) (a—ó)(c—ß ° d ^ )~\~x)~\
-p.-----Í ------■loq(a-\-x)-\-71---- p.-------loq(c-\-x)-\-C.(b—a)(c—a) 1 '  1 (6—c)(a—c) ^  1 1
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Ö T Ö D IK  F E J E Z E T .
A VÁLTOZTATÁSI HÁNYT AT ALAPELVEI.
1.) Ezen nevezetes módszer az 1696-dik évben vette 
eredetét, mely időszakban Bernoulli János híres tudós 
élt, ki azon nagy fontosságú feladatot terjesztette a tudomá­
nyos világ elébe, mely a leggyorsabb esésű görbének meg­
határozásában állt, (brachistochrone), s melynek megoldásá­
val az akkori mathematicusok szorgalmasan foglalkoztak. 
Addig csak az adott, tehát ismert alakú függvények maxi­
mumai és minimumairól volt szó ; a fen említett feladat ter­
mészeténél fogva azonban, a függvény nem adatott, hanem a 
kérdéses függvény alakja kerestetett azon esetre, hogy az a 
minimumnak fen érintett tulajdonságával bírjon. Egy ilyféle 
feladatnak a megfejtése pedig, az akkori Analysis elvei se­
gítségével lehető nem volt, s ezen körülmény alkalmat 
nyújtott, a fen említett új és különös természetű hánylat fel­
fedezésére.
A híres Euler-nek, ki szintén azon időszakban élt, kö­
szönhetjük ezen és hasonló feladatok rendszeres és általános 
megfejtését, ő azonban ezen megfejtést többnyire mértani el­
vekre alapította, s meg kell vallanunk , hogy ezen nevezetes 
tárgynak tisztán analytikai megfejtése de Lagrange franczia 
tudósnak tulajdonítandó; s így ezekből nyilván következik, 
hogy a nevezetes változtatási hánylat, Euler és de Lagrange 
egyesült működései által jött létre, mely hánylatnak fő czélja 
abban áll, hogy bizonyos meghatározott cgészletek maximu­
mai és minimumai fedeztessenek fel.
Ezen így felfedezett és megállapított hánylat, egy teljes 
módszernek volt tekinthető mind addig, míg valamely fel­
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adatnak a megfejtése csak egyszerű egészletet vett igénybe; 
mihelyt azonban a kérdéses feladat megfejtése kettős vagy 
többszörös egészletet hozott létre, már ezen hánylat alkalma­
zása csak nagy nehézségekkel já r t , és a híres tudós Gauss 
volt az első, a ki ezen nehézségeket legyőzte az által, hogy ő 
egy kettős egészletnek a maximumát határozta meg. Később 
Poisson franczia tudós a kettős egészletekre vonatkozó maxi­
mumok és minimumok elméletét tökéletesitette.
2. ) Ezen nevezetes hánylat kellő megértésére , jó lesz 
először egy, két változóval bíró függvénynek valamely rendű 
külzelékét tekintetbe venni. Fölvevén tehát, hogy U=F(x,y) 
a kérdéses függvény, melyből e következő kíilzeléki függvény 
hozatott le :
V=f{x, y, dx, dy, d*x, dHj.............),
akkor ez, mint tudjuk, az által történik , hogy (íc-j-dx)-et x 
helyébe, és (y-\-dy)-t y helyébe írjuk ; a változók ezen vál­
toztatása által, a függvény értéke szintén változik , a benne 
előforduló állandók azonban , valamint &. függvény eredeti 
alakja is, nyilván semmi változást nem szenvednek ; értvén a 
függvény alakja alatt azon összeköttetési módot, melylyel a 
változók egymás közt és az említett állandókkal egy mathe- 
matikai kifejezésre összekapcsolvák.
A függvény ezen változtatása azonban általánosabb ér­
telmű is lehet, midőn t. i. azt felteszszük, hogy a változók 
változtatása nem csak a függvény értékét, hanem alakját is 
változtatja. Ha például U=F(x, y) függvény valamely felüle­
tet terjeszt elő , akkor (cc-j-r/scj-et x  helyébe, és (y-\-dy)-t y 
helyébe írván, a függvény értéke is változást szenved, mint­
hogy a változók ezen új értékei, a felület más pontjái’a vonat­
koznak , maga a felület azonban , alakjára és természetére 
nézve, semmi változást nem szenvedvén, mindig ugyanaz ma­
rad. Lehet azonban a változók változtatását oly nevezetes 
jelentéssel felruházni, hogy az azok által jelentett pont, nem 
többé az eredeti, hanem más, ahoz igen közel fekvő felületen 
keresendő, s így a változók ezen változtatása által, az állan­
dók, tehát a felület alakjának változtatása is hozatik létre.
3. ) Azon feladatokra nézve, melyeknek megfejtése a 
változtatási hánylatlól függ, feltétetik ugyan, hogy a változók
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bizonyos egymásközti viszonyban vannak, de ezen viszony 
határozatlan, és ezen viszonyt meghatározni olyké- 
pen, hogy az innen eredő érték, a lehető legnagyobb, vagy 
legkisebb legyen, ezen hánylat feladata. Ennek felvilágosítá­
sára szolgAland e következő ide tartozó eset.
Képzeltessék egy, két pont között fekvő görbe vonal, 
az egyik végpontjának összrendezői legyenek a és b, a másik 
végpontjának pedig a' és b‘; akkor ezen ív, azután a met- 
széki tengely {a4—a) része, és a b és b' rendezők között fek-
Í*a' ,ydx egészlet által íog adatni, ha t. i.
yz=Lf(x) a görbe vonal egyenlete. Ha most ugyanazon két 
pont között több, de ugyanazon hosszúságú görbe vonalt kép­
zelünk : akkor y= f(x)  egyenlet minden egyes görbe vonalra
fa'
nézve más alakú lesz, s így a fen említett és \ y<lx kiíejezés
által adott feliilet is más- más leend ; itt tehát e következő 
nevezetes kérdésnek lesz helye : határoztassék meg azon 
görbe vonalnak avagy f i x )-nek az alakja, melynél fogva a 
f a'
bezárt felület — 1 ydx a lehető legnagyobb vagy legkisebb
legyen; s így az eddig mondottakból már látjuk , hogy a vál­
toztatási hánylat fő czélja azon görbe vonalok felfedezésében 
ál l , melyek a maximum vagy minimumnak valamely tulaj­
donságával bírnak.
4.) A változtatási hánylat lényegének felvilágosítására 
szolgál még e következő értelmezés : Legyen F  az x , y,
(fa ,» ^ .........mennyiségek valamely függvénye, úgy hogy
álljon :
V = f C x v ^  >
\  ’ y’ d x ’ dx"-.......... J ’
mely kifejezésben azonban y mennyiség x függvényének te­
kintendő, ez pedig úgy legyen meghatározandó, hogy
Vdx határozott egészlet maximumát vagy minimu-
*i
mát érje el. Folvevén itt, hogy y=zf(x) a keresett x  és y kö-
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zötti viszony, akkor ha F-nek fenebbi kifejezésében?/ dy dx ’
dly d.f(x) d-f(x)^ .........helyébe rend szerint : f(x), ^  ...........
tétetik, és az a) alatt kijelentett egészelés vitetik véghez , 
a nyerendő eredmény nyilván nem lesz egyéb, mint x t és 
a?a-nek valamely függvénye, azaz áll :
JVdx=cp(x1,
Föltévén továbbá, hogy f \ x )  a f ( x )-töl csak végtelen ke-
df(x)  d*f‘(x) 
dx'1veset különböző függvény, akkor f'{x) , dx
Íratván y, dy d2y dx ’ dx'1 helyébe F-nek kifejezésében, és az
a) alatt kijelentett egészelést véghezvivén , nyilván cp^ íCj cc2) 
alakú függvény fog nyeretni, melyről világosan mondhatni, 
hogy az cp(cc, x„) függvénytől csak végtelen keveset fog kü­
lönbözni, és az ezen két függvény közötti különbség, azaz 
(p\xl Xo)—q)(ccjíc2), mely nyilván szintén végtelen kicsiny, 
(pfí»x x,2) függvény változtatásának neveztetik, és ő betű által 
szokott kijelentetni, úgy hogy álljon :
rp/(a?I a’2)—y(x, Xv)=d.y(x1 x2).
Látván tehát így, hogy változtatás alatt, valamely függvény 
végtelenig fogyó változtatása avagy d betű szerinti kiilzeléke 
értendő, következik : hogy ha y—f(x ) az adott, f ( x ) pedig 
egy tőle csak végtelen keveset különböző függvény, az ezen 
két függvény közötti különbség őy=f'(x)—/ ( x) által helye­
sen terjesztetik elő. Hasonló módon pedig általánosan véve 
áll : ő u = f(x , y , z . . . .  )—f ( x } y , z . . . . ) ,
ha t. i. f (x,  y , z ....... )—u.
5.) Még világosabban felfogható a változtatások értel­
me, e következő mértani nézet megtekintéséből:
Legyen y —f ( x ) az ON görbe vonal egyenlete (10-dik 
idom), melynek t pontjára nézve álljon : Op=x > pt—y, azaz : 
x és y} t pontnak összrendezői legyenek; akkor ha t pontból, 
ugyanazon görbe vonalban, de végtelen közel fekvő n pont-
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(10-dik idom.)
hoz akarnánk átmenni, ez nyilván csak kíilzelés által történ­
hető, midőn t. i. Op—x  mctszéket végtelen kicsiny pa~tk=:dx 
mennyiséggel növesztjük, mi által a, pt—alczzzy rendező, szin­
tén végtelen kicsiny knzzzdy növetet nyerend, s az által az n 
pont el lesz érve.
Fölvevén most, hogy OM más, de ON-hez végtelen 
közel fekvő görbe vonal, és hogy az utóbbi görbe vonalnak 
t pontjából, a másik görbe vonal v pontjához akarunk átmen­
ni : akkor ezen átmenet csak az összrcndezők változtatása ál­
tal eszközölhető, midőn látjuk, hogy az x metszők, qp=őx 
változtatásának, a rendezőnek megfelelő qv—p t—uvr=zdy vál­
toztatása felel meg, hogy tehát v pont csak az által érhető el, 
ha a t pont x  metszőkének dx változtatást tulajdonítunk. 
Mivel továbbá többnyire csak azon befolyást akarjuk tudni, 
melyet az y = f(x ) függvénynek változtatása az J*Vdx egész- 
letre gyakorol: elégséges lesz, függetlenül űc-töl, csak az y -1 
változtatásnak alávetni, mely esetben tehát dx~ 0  lesz, és az 
átmenet t pontból, ugyanazon függőlegesben fekvő s ponthoz 
ki lesz eszközölve, hol tehát ts=dy a rendező változtatását 
jelentendi.
Valamint tehát a végtelen kicsiny dy növet, mely azon 
esetre támad, midőn valamely göi'be vonalnak t pontjából 
átmegyünk , ugyanazon görbe vonalban végtelen közel fekvő 
n ponthoz, y rendező külzelékenek neveztetik; úgy azon 
végtelen kicsiny dy  változtatás, mely y-ban támad, midőn az 
egyik görbe vonal t pontjából átmegyünk egy másik, de ahhoz
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végtelen közel fekvő OM görbe vonalnak s pontjához, y ren­
dező változtatásának szokott neveztetni.
6 . ) Miután tehát az eddig mondottakból világosan lát­
hatni, hogy dy változtatás nem egyéb , mint ?/-nak más jelen­
tésű külzeléke: következik, hogy a változtatási hánylat, a 
külzeléki hány lattól különböző szabályokat, illetőleg ( Iveket 
nem vesz igénybe, hanem a külzeléki hánylat alapelvei 
csak új és különös alkalmazást találnak a változtatás i hány- 
latban. A külzeléki hánylat alapelvei tehát, a változtatási 
hánylatban is alkalmazhatók, csak hogy a külzelék d jele 
mindenütt felcserélendő a változtatási d jellel. így például, ha 
e következő függvény adatnék :
7/=:524-{-uax,
melynek változtatása előállítandó, akkor az ismert külzeléki 
avagy változtatási szabályok szerint, kell hogy álljon : 
dy=20z:idz-\-nax .dxloga,
s ez az adott függvény változtatásának .mondatik ; melyben 
azonban a ézés dx változtatásokat, ha végtelen kicsinyek is, a 
dz és c?x*külzelékekkel nem szabad felcserélni, minthogy az előb­
biek szerint, a változtatások egészen más jelentéssel bírnak.
7. ) Az adott függvényben előforduló változók vég­
telen kicsiny változtatása, mely által a függvény alakja meg­
változik , ezen változók változtatásának neveztetik, és meg­
különböztetés végett az által jelöltetik, hogy az említett 
változók elébe d betű 'tétetik. Ha tehát x,y, z} ....... a kérdé­
ses változók , akkor dx, dy, dz....... által jelölendök azoknak
változtatásai, a megváltoztatott változók tehát x-\-dx, y-\-dy,
z-\-dz................által terjesztetnek elő. 11a tehát V, x , y és
z változók valamely függvénye, azaz :
1) V=f(x, y, z),
akkor nyilván látjuk, hogy ezen függvénynek a változtatását 
úgy fogjuk kapni, ha a megváltoztatott függvényből az erede­
tileg adott függvényt kivonjuk, mely változtatás d V-vei jelöl­
tetvén, áll :
dV=q>(x-j~dx, y+ dy, z-\-dz) z),
hol <j) jel által, a megváltoztatott függvény új alakját jelöl­
jük, mivel az említett változtatás által , az x, y és z változók 
egészen új viszonyba léptek egymáshoz.
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8 .) Valamely függvény változtatásának előállítására, 
okvetlen szükséges azon tételnek a bebizonyítása, hogy 
ha az adott függvényt külzeljük és változtatjuk, akkor a szá­
mítás eredményére nézve mindegy, akár külzeljük azt először, 
s azután változtatjuk; akár változtatjuk azt először, s azután 
külzeljük; azaz: 8.dV=d.dV, hol tehát V az adott függ­
vényt jelenti. Ennek bebizonyítására szolgál e következő 
okoskodás : Az adott V függvény t. i. mindig valamely görbe 
vonal rendezőjének tekinthető, mely külzelékei által halad, 
változtatásai által pedig a szomszéd vonalra megy át; midőn 
tehát az, külzelés által a legközelebb pontra megy át, értéke 
lesz: V-\-dV— V, következőleg dV— V'—V, minek foly­
tán dV-nek változtatása így lesz képviselendő : 
d.dV=őV'— dV,
ámde őV' nem egyéb, mint azon legközelebbi érték , melybe 
őV átmegy, midőn azt külzelékével növesztjük, úgy hogy áll: 
dV'— d'V-]-d.őV, tehát ö V —őVz=d.8V, 
mit a fenebbi egyenlettel összehasonlítván, következik , hogy 
d.dV=zddV, azaz : a külzelék változtatása mindig egyenlő a 
változtatás külzelékével.
Ugyanazt be lehet e következő egyszerű és általános 
módon bizonyítni; vegyük fel t. i., hogy ( V-\--d V) kifejezés 
változtatandó ; akkor az előbbiek szerint nyilván kell állnia : 
d \V + d V )—dV-\-d.dV, miből 
ő.dV=Ö (V+ dV)-őV.
Ha pedig óU-ben V változó átmegy (F-j-áU)-re, és ebből az 
eredeti dV érték kivonatik: akkor nyilván dV -1 külzeljük^ 
miből tehát következik, hogy az utolsó egyenlet jobb része 
nem egyéb, mint éF-nek külzeléke =<i.éF, s így kell, hogy 
álljon :
Ő.dV=d.óV,
mi által állításunk igazvolta szinte be van bizonyítva.
Ugyanaz lehozható a (10-ik idom) figyelmes megtekinté­
séből is, melyben nyilván látjuk, hogy a bn‘ rendező nem 
csak na rendezőnek változtatása, hanem qv rendezőnek kül- 
zelése által is nyerhető, mert az első esetben áll : 
bn‘=.an-\-Ö.an—y -{- dy-\-d(i/-)-dy), 
a második esetben pedig áll :
bn'=qv-\-d,qv=:y-\-dy-\-d(y-\-dy),
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mely két eredmény egyenlőségéből következik :
y ^ r ,ly - \ - dy Jr S - d y ~ y - \ - 8 y - i r d y - \ - d . Ö i j ,  avagy :
1 .) d . d y — d . d y ,
mely elemzésből egyszersmind látjuk, mily rokonságban van 
a külzeléki hánylat a változtatási hánylattal.
Ezen tantételt lehet azonnal az adott függvény felsőbb 
külzelékeire is alkalmazni, mert a második d -V = z d . d  V kül- 
zelék változtatása nyilván ő d - V — d ' . d d V — d ő d V  által kép 
viselendő, de mivel ö d V — d d V , áll szintén : 
ő d 2 V — Ó'dd V = d ő d  V = d " - 8  V •
Hasonlóképen a függvény harmadik külzelékére nézve áll : 
öd3 V=ddd-V— dddd T '= d :lő V, 
s így a függvény negyedik külzelékére nézve áll : 
ődi V=dődi V=.dd8di V— d3őd V= d4Ő V, 
általánosan véve tehát kell, hogy álljon :
8 .) Hogy továbbá az egészletek változtatása is tekintetbe 
vétessék, legyen F==^ U, következőleg dV— U} és ődV=  
8U, az 1) alatti viszony következtében tehát ddV = 8U ; ak­
kor ennek új egészelése által kapjuk : d V—   ^é £/, és V he­
lyébe az eredeti érték vissza-helyeztetvén, lesz :
mely kifejezésből látjuk,hogy mindegy : akár először egészeljiik 
s azután változtatjuk, akár először változtatjuk, s azután egé­
szesük azt. Ebből továbbbá szabad következtetnünk :
Ugyanazt e következő módon is meg lehet mutatnia Fel­
8dnV = daőV.
a így általánosan :
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tévén, hogy ^  U x és ?/-nak valamely függvénye, akkor vál­
toztatásának nyerése végett, (a;-|-éa?)-et és (y-^-^y)-t kell írni x 
és y helyébe, mely esetben U nyilván átmenend (£/-}-<? £/)'ra, 
és az adott egészlet megváltoztatott értéke lesz :
^(£7- H P ) = Í V + ^ W ;
mivel pedig j  £7-nak a változtatását úgy találjuk meg, lia a
megváltozott egészletböl annak eredeti értékét kivonjuk, áll 
szintén ;
miből következik :
> f U = £ (D+ d Ü ) - ^ U ,
•HŐU,
azaz : az adott egészlet változtása mindig egyenlő a változ­
tatás egészletével.
Ha tehát |  Vdx egészletnek változtatása kerestetnék, 
az előbbiek szerint kell, hogy álljon :
' . Í ' H ' C ' " 1'
mely utolsó egészletre a szorzat külzelési illetőleg változtatási 
szabályát alkalmazván, nyerni fogjuk :
 ^d(Vdx')=  ^[Vődx-\-dxdV],
s minthogy ddx=zdőx, áll még :
1)
tévén itt őx=w, lesz ddx=div, s igy áll '•
^  V ddx= ^ Vdw,
mely kifejezésre a részletes egészelést alkalmazván, nyerni 
fogjuk :
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|  Vdw— Vw— wd V ,
minek helyettesítése által, az előbbi 1) alatti egyenlet e kö­
vetkezőbe megy át :
2) Vdx— V8x — J d  V.8x-\- j  dxd V,
mely kifejezésnek az első tagja, egészelést nem vesz igénybe.
9.) Ezek előrebocsátása után , már könnyű lesz azon 
kérdésre felelni, miként határozható meg 17-nak változtatása,
ha az x, y , dx, dy, d^x, d2y ............. mennyiségek valamely
függvénye? E végre az előbbiek szerint, nem lesz egyéb 
szükséges,mint,(íc-)-ííc)-et,(7/-|-éy)-t, {dx-\~8dv)-et, (dy-\-8dy)-t 
......... írni, x, y, dx, d y ............. helyébe, és az így nyert kife­
jezésből az eredetileg adott függvényt kivonni; mely alka­
lommal, mint a külzeléki hánylatban, <kc-nek, <fy-nak, ódcc-nek
. .......... magasabb hatványai elhanyagolandók. Ezen eljárás
által, mint könnyű belátni, nem kapunk egyebet, mint U-nak 
közönséges külzelékét x , y, dx, d y ...........változókra vonat­
kozva, de nem d, hanem d betűre vagy jegyre nézve. Ha te­
hát 17-nak külzeléke e következő kifejezés által terjeszte­
tik elő :
d U-=rMdx-\-Ndn-x-\-Pd*x+ .... - f  M'dy-\- N 'd‘'-y+P'd3y-\-.....
akkor £/-nak változtatása, egy hasonló kifejezés által fog 
adatni, melynek alakja e következő :
8 U— Mőx-^-Nődx-^-Pdd^x-^-Qdd^x-^- ..........
-\-M‘ 8y-\-N' 8dy-\-P’ őd*y-\-Q' 8d3y -\- ...........
mely kifejezésből láthatni, hogy az 717-nak kifejezéséből az 
által nyerhető, ha az U- nak külzeléséböl eredő első ti jel, min. 
denütt, a változtatási 8 jelre tétetik át.
10.) Azon feltét alatt, hogy y változó űc-nek valamely 
függvénye, lehetséges mindig, az adott függvényt Vdx alakra 
hozni; tévén t. i.
dy dp  dq  dr 
dx ^ 7 dx ^ ; dx 1 7 dx S lesz :
dy—pdx , dp—qdx, d,q—rdx, dr—sd x ........ ,
ez által pedig’V kifejezés x ,y ,p ,q ,r ....... . változók függvé­
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nyévé fog válni, külzeléke tehát e kővetkező kifejezés által 
fog adatni :
a) d V=Mdx-\-Ndy-\-Pdp+Qdq->r .........,
de látjuk, hogy :
M - —  N - ° P - "  Q - C-d x ' i y ’ d p ’ ' 
ennél fogva áll még :
d v = ( j ^ ) dx +  4  ( j f ) dr  +  ...’
mely külzelékböl a változtatásra átmenvén, találjuk : 
b) 8V— M8x-\-N8ij-\-P8p-\-Q8q-\-....... avagy :
- ' = 0 - + ( í > + ( í ) ^ ( f ) ^ .......
E kifejezésben 8p valamint 8q is, vagy úgy kifejthető , hogy 
dx állandónak vétessék , vagy úgy, hogy dx is változónak te­
kintessék ; minthogy az előbbiekből látjuk, hogy
dq
8p dx dx
8pz
d8y—p.ddx 8qz d.8p—q.dSx s í. t.
d.8y
8p = — -
avagy : 8p= —* , 8q= -^fi , dr= ^
ha tehát dx-ct is változónak veszszük, az ismert szabály sze­
rint áll :
mely értékek a fenebbi b) alatti kifejezésben heiyettesíten- 
dok azon esetre, ha dx is változónak vétetik. Mivel azonban 
ődx— d.őx, ddp=dőp , ezen kifejezések még így is írhatók:
Ha pedig csak y-1 akarjuk változtatni, Őx tehát legyen 
elenyésző, akkor a fenebbi kifejezések egyszerűen így állnak :
EGÉSZLETI HÁNYLAT. 4 1 7
(1-sö Példa.) Tudva van előttünk, hogy az alérinto 
egyenlete :
ydx . y
, smivel dy—pdx, áll s= - ,
ha ennek változtatásáról volna szó, akkor az előbbi szabályok 
szerint állni kell :
Sz=Vdy~ y8p— Óy yŐp
p 2 p p°- '
itt pedig dp helyébe a fenebbi értéket tévén, lesz :
_fy  V fd d y  p.ddx^\__dy yddy .y .ddy
p p - \  dx dx S  p p - d x ' pdx ’ 
és ha p helyébe is a kellő érték tétetik, lesz :
. dx ydx , „ , v , 
dS= d y d!> ~ d ^ day+ dyd-dX’
mely eredmény az adott kifejezés közvetlen külzeléséből 
ered.
(2-dik Példa.) Tudjuk továbbá, hogy a görbületi sugár 
általános kifejezése (ha dx állandónak vétetik) e következő : 
p _ {dx°-\-dyn-)l 
dxdly ’
ha ennek változtatását is meg akarnók határozni, akkor itt is 
dy=zpdx és dp=qdx tétetvén, áll :
f í = ( i± g l>
í
minek változtatása, ha a hányados külzelési illetőleg változtatási 
szabályát alkalmazzuk, d betűre vonatkozva, nyúlván lesz :
»r J s & v  iq F ^ - ífo + p * )« ,
mely kifejezésben p  és q, valamint dp és dq helyébe a fen ki­
tett értékek helyettesítendő!?.
(Jegyzet.) Az eddig előhozott kifejtésekben csak azon 
eset tárgyaltat ott, melyben csak egy, x  változótól függő y függ­
vény fordúl elő, mi egyébiránt elégséges azon fe ladatok meg­
fejtésére, melyek a sík és egyszerű görbületü görbe vona­
lakra vonatkoznak. Kissé másképen áll a dolog akkor, 
ha kettős görbületü görbe vonalakra vonatkozó feladatok len­
nének megfejtendök ; minthogy ezek csak térbe» képzelhetők, 
nálok szükségképen két, a>től függő y és 2 függvény fordúl
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dvelő, s így F-nek kifejezésében x változón kívül még y, j - ,
d-y , dz d-z--— - - . OS z --  ----
dx2 ' ’ ’ d x } dx°-
laltatnak. Ez esetben azonban szintén nem lesz nehéz F-nek
változtatására nézve, a szükséges kifejezést előterjeszteni,
mert a fennebbi b) alatti kifejezésből nyilván láthatni azon
szabályt, mely szerint a kérdéses változtatás előállítható
lesz t. i.
függvények fog-
ö V = m x + m y+p.^+Q^+ ................
+N'őz+P'./S.fx+ Q \ S . ^ +  . ........
mely kifejezésben, valamint a b) alatti kifejezésben is, M ö x  
tag elmarad, ha felteszszük, hogy x változó a F-ben semmi vál­
toztatást nem szenved, mi mind azon feladatoknál előfordul, me­
lyekben a kérdéses görbe vonal végpontjainak metszékei ál­
landók.
11.) (Egyszerű egószletek változtatása.) Azon feltét 
alatt, ha az adott függvényben csak két, x és y változó fordul
elő, maga a függvény pedig t/-val jegyeztetik, akkor I U
egyszerű egészlet lesz azon esetre, ha Z7-ban x  és y-non kí­
vül, ezen változóknak csak kiilzelékei, de bármely rendű kül- 
zelékei foglaltatnak. Ellenben ha í/-ban x és y s ezeknek 
külzelékein kívül még s is fordulna elő, hol s, mint tudjuk,
egészlettől függ: akkor az adott egészlet már nem lesz egyszerű, 
hanem bonyolult (complicirt). Feltévén tehát, hogy U kifeje­
zés x, y, dx, dy, d-x} d*y ..............mennyiségeknek valamely
függvénye, I  U egészletnek a változtatását e következő mó­
don fogjuk kapni:
Tudván ugyanis, hogy Ö í  t7= já£ /, ha ÖÜ helyébe 
az előbbi számban megtalált értéket helyettesítjük, lesz :
1.) [M*x+N.dilx-\-PM*x+QM*x-\-. . . , . . ]
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+ ^ [M tdy+N:My-\r P'dd?y-\-Q,dd*y.................................. ],
mely kifejezés más alakra hozható az által, ha azon tagokban, 
melyekben a d és 8 jelek együtt fordulnak elő, a 8 jel elébe 
d jel tétetik, azután pedig a részletes egészelés véghez vitetik,
f  udv=zuv—J*vdu minta segélyével. Így járván el lesz :
(» r* /•N.ödx— -j N.d8x=N8x— j  8x.d A7,
|  PM*x=z  ^Pd-8xz=zP.d8x —  ^dődP— Pdőx—dP.dx-\-
\ 8x.(
H
J lP,
— \  Qd38x=Qd<2 8x— * d‘idx.dQ=.Q,l'1dx — dQ.d8x-\-
\dőx.d-Q
h í - .......... s , ,
Minthogy továbbá a betűk egyszerű felcserélése által :
^ M'dy, N'ődy, ^  P'.őd-y...............
tagokra nézve, hasonló kifejezések nyerhetők; ha ezen kife­
jezéseket a fenebbi 1) alatti egyenletbe helyettesítjük, s az
egészet őx, d,8x, dn-8x.......... szorzók szerint elrendezzük, e
következő egyenletre fogunk jutni :
2.) U=(N-—dP-|—d-Cl~\~....... r?Q-1—,.. )d8x
.......... )d-8x-f - ..........
+(N'~dP'-}-d*Q'-\- ..jd y + ÍF 1—dQ'+,...)döy
+ ( Q - ..... )<*aty)
- f  i [M -dN -\-d ‘iP— d3Q-\-......... ]8x
r
-j- \ [M‘—dN'-\-d}P'—d3Q '-|-........ ]őy,
mely kifejezés két lényeges részből áll, melyek egyike íc-nek} 
másika pedig ?/-nak a változtatásából eredőnek tekintendő. 
Megjegyzendő még, hogy ha x és ?/-non kívül még egy har­
madik 2 változó fordúlna elő az adott függvényben, akkor a 
fenebbi kifejezéshez még csak azon rész hozzáadandó, mely
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2-nek változtatásából ered, és mety a fenebbi két részhez 
hasonló alakkal bír, tehát könnyen meghatározható.
Ha az előttünk álló 2) alatti kifejezésben dx és dy-nak 
az eg'észlet alatti szorzóit elenyészőknek veszszük, akkor e kö­
vetkező két egyenletre jutunk :
ÍM— dN+d'lP - d 3Q-\-..............= 0 , és
dN'-\-d*P‘—d3Q'-\-................ = 0 ,
mely két egyenlet nyilván, az egészelhetőség azon feltételező 
egyenletei, melyeknek teljesítésétől kifejezésnek egésze­
lése függ, mit e következő módon is meg lehet mutatni. Ha 
t. i. U két változóval biró valamely függvénynek teljes kül- 
zeléke, szabad lesz tenni U=dU', minek folytán áll szintén : 
őU^ződU'^zd.őU', miből következik, hogy őU szintén áü/'-nek 
teljes külzeléke ; ha tehát kifejezésnek kifejtésében, min­
den egészelhető tagokat megszabadítunk az egészelési jegytől, 
a többi megmaradó és egészelési jegy alatt meglevő tagoknak 
egymást szükségképen meg kell semmisítniök. Az előttünk 
álló 3) alatti egyenletek tehát valóban, az egészelhetőség 
feltételező egyenleteinek tekintendők.
12.) Az előbbi szám 2) alatti egyenlete még sokkal 
rövidebben terjeszthető elő, ha az adott V függvény Vdx alak­
ra hozatik vissza, mi az ismert dy—pdx, dpz=:qdx, dq—rdx... 
értékek helyettesítése által éretik e l ; mire nézve már a 8 )-dik 
szám 2 ) alatti egyenletét megállapítottuk, melynek alakja ez :
e kifejezésben pedig ha dV  és őV helyébe a 9) dik szám a) 
és b) alatti értékeit helyettesítjük, az utolsó két egészletet
így írva képzelvén : f(SV.dx—d Vőx\ nyerni fogjuk :
dx.8 V—d V.dx=zN(dxdy—dyőx) -\-P(dxÖp—dp.őx)
-}-Q(dxőq—dqdx)-\-............. ..
minthogy az ilf-töl függő tagok megsemmisítik egymást. Ezen 
érték helyettesítése e következő egyenletre vezet :
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8 Vdxzzz Vöx-\-1 N(dx8y—dydx)-\~  ^P(dx.őp—dp8íc)-|-í
, ddy—p8dx
 ^Q(dx8q—dqdx)-\- . . 
mivel pedig áll :
dy—pdx, és
ezeknek folytán áll szintén :
dxdy—dy8x=dx(8y—pdx), továbbá : 
dx8p—dp8x— 8dy—p.ődx—dpöx— dőy—p.dőx—dpőx
= rf(í2/- í to ) = d . ( ^ = ^ ) ,  
ha t. i. a fenebbi értékek tekintetbe vétetnek. Hasonlóképen 
áll szintén :
, , . dx.dp—dp.8x\dxoq — dqox — d^ ^ — --- j ,  es
, ,  . R , f d x d q — d q ő x \
dxor— dr.oxz=zd.\ ---- —— -—.J ........ s 1. t.
V , CLuC ^
Ezen kifejezéseket továbbá még így is írhatni : 
SP~ i Sx= d-(-Sy- 1 ,ex)dx
_d(8p—qőx)
őr- s ö x = J ^ 3 = r Mdx
8q—rőx
. . s í. t.
dió 
dx ’
. . . .  s í. t.
Ha pedig rövidség okáért tétetik :
8y—pőxz=w, lesz : dp—q8xz
8q—r8 x = ~ d •dx v d íc /
8r— sÖx—^-d ( - T - ^ d Cdx ^<dxs
mindezeknek kellő helyettesítése után nyerni fogjuk : 
a) 8 Vdx= V8x- \- j Nwdx-\- ^ Pdw-f-1 Qd.
+ í s < D d  ( D < s ) + -
mely kifejezés haladásának szabálya szembe szökő. E kife­
jezésben egyszersmind azt is látjuk, hogy V8x tag, egésze­
lést nem vevén igénybe, csak 8x változtatástól függ, míg a
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többi reá következő tagok mind d x  miucl dy változtatást ma­
gokban foglalják , mivel dy~ 2odx=w tétetett. Ezen kifeje­
zésnek második tagja tovább meg nem rövidíthető, azonban 
a harmadik tag, ha azt részletesen egészeljiik, e következőbe 
megy át :
^  Pdw=Piv— ^ io.dP ,
hol az utolsó tagban magát a xo mennyiséget látjuk. A negye­
dik tag hasonló eljárás folytán, ebbe megy át :
. K 3 = < E ) - K ö = < f )
í— I dvo dQ dx ’
mely utolsó egészlctet, ha újra részletesen tárgyaljuk, adja:
j Q'1 Q&  -  Txw + 3  v s s )
Ha továbbá szintúgy járunk el az ötödik taggal is, nyerni 
fogjuk :
{ltd .P l(^ d= lP r J .(P 'd  f ^ .d Y ^ YJ dx \ d x  y  dx \ d x  J  \d x  \ d x  y  
az utolsó egészlet pedig adja :
S*dR sdw^\ _ dR sdw'K (* 1 ebe \ T x ) - J x \ f a ) ~  y x dX d x  ) ÁW‘ 
végre áll szintén :
3 y - C £ )  i w ^ k d - ( S ) w -3 w j l  0 ^ )
s mind ezeknek egymásbai helyettesítése által kapjuk :
Í , 1 , xí/iex 1 j  s d w \  dR dw . 1 s d R ^dx \ d x y  dx \ d x y  dx dx~^ dx \ d x y
— { w . d . ^ - d . ( ~ \J  dx \ d x  J
Ha már most az eddig kifejtetteket az a) alatti egyenletbe 
helyettesítjük, de oly módon, hogy az egészletek alatti tagok 
egybe vonassanak, a többi tagok pedig, melyek egészelést 
nem igényelnek, dx és dy s azoknak külzelékei szerint elren-
deztetuek : akkor e következő általános változtatási képletre 
fogunk jutni :
b.) ^Väx=VSx+W( j - f x+±jf-................... )
, d i u f  r  d R  A 1 ds \
' d x  V  d x ' d x ' d x  ................J
+ k d- i x ( . R ~ i x + .................. )
, 1 1 dw
^~dxd ‘ d x d ‘dx^S * * ' ............... ^
. f  , r dP . 1 , dQ 1 , 1 , dR -I
I dx dx dx dx dx dx J
E minta rövidebbé válik az által, ha dx külzelék állandónak 
vétetik, ez esetben t. i. áll :
c ) \väx= V Sx+ „ ( p - dZ+ g - d£ 3+.............)
1 d w f (  ^ d R  1 d*s ^
~' í?£C V. dx  ' dx'1 ................. J
. d"-w/’ „  ds , 'X , d3w
+ d x \ R- H + ................. ) + & < — .......... >
—  4 - — - ............j .
Ha ebben, vagy a fcnebbi b) alatti egyenletben, csak az 
egészlet alatti tag vétetik tekintetbe, és ott w helyébe (dy —pdx) 
érték helyettesíttetik, akkor ez nyilván e következő két tagra 
bomlik:
f  , * f-M  1 7 dQ 1 7 1 \
1 v  dx d x d x d x d x d x  Jf
C 7 . s  AT dP . 1 dQ 1 1  dR , xXpdxdxl Jy—•-=— ——d. 7------ - d . —d.-i— h ........ 1,y  V dx 1 dx dx dx dx dx J
a c) alatti képletre nézve pedig áll :
C , B dP . d3P  , x
+  ............ ) ’ es
í '  ,  í f ,  < P Q  , X  '
3 5 +  d ^ ~  V ;
mely két kifejezésből már könnyű belátni, mily viszonyban 
állnak egymáshoz a dx és dy változtatások együtthatói 5 mert
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ha éy-nak tényezőjét <p-vel, óx-nek tényezőjét pedig i/> vei je­
löljük, akkor nyilván ezen egyenletnek kell állnia :
ej. q>——p\p.
Ha tehát felteszszük, hogy ezen tényezők egyike elenyészik» 
a másiknak szintén elenyészőnek kell lenni, és a kérdéses Vdx 
kifejezés egészelhetővé válik, erre az esetre tehát e követke­
ző egyenleteknek kell állniok :
[N-
k :
dP . J_  , dQ _ 1 . d R .
+  dxd'dx dxd'dxd'd x ^
) n -
dx 
dP . d^Q 
d x '  doc2
= 0 , avagy
d*R.
dx3 ' —0 .
Még megjegyzendő, hogy mindezen kifejezésekben N, P, Q....
, ,' , . dV dV  dVhelyebe rend szerint ^  . . . .  ertekek is helyet­
tesíthetők.
A FÜGGVÉNYEK LEGNAGYOBB ÉS 
LEGKISEBB ÉRTÉKEL
13.j Miután a változtatási hánylatban többnyire csak bi­
zonyos adott egészletek maximumai és minimumairól van szó, 
itt mindenekelőtt meg kell említnünk, hogy határozatlan egész
leti képletek alatt mit kell érteni. E végre adva legyen ^  Vdx
egészlet, melyben V  szorzó se, y, p, q . . . . mennyiségek vala­
mely függvénye, azaz :
V=F(x, y , p ,q ......... ),
y alatt pedig sc-nek valamely függvényét kell érteni; akkor
mindaddig, míg az x és y közötti viszony határozatlan,  ^ Vdx
egészlet is határozatlannak tekintendő. Ezen egészletnek ma­
ximumát vagy minimumát tehát úgy kell felfogni, hogy azon 
y ==/(ccj viszony meghatározandó, melyre nézve az adott egészlet
EGÉSZLETI HÁNYLAT. 4 2 5
értékeinek maximumát vagy minimumát éri e l; mire nézve 
már az előbbiekben megemlítetett, hogy ennek csak bizonyos 
határok között lehet helye, mi miatt itt többnyire csak hatá­
rozott egészletekröl lesz szó.
Ily határozatlan egészletek legnagyobb vagy legkisebb 
értékei, bizonyos határok között, egyedül csak a változtatási 
hánylat segélyével találtatnak meg, még pedig egy ahhoz 
hasonló elv alkalmazása által, milyent már a külzeléki hány- 
latban megállapítottunk az adott függvény legnagyobb vagy 
legkisebb értékeinek meghatározására. Ezen elvre c kővet­
kező okoskodás által jutunk: Ha u azon változtatandó függ­
vény, melynek maximuma vagy minimuma keresendő, akkor 
ezen esetre az u változtatásának azaz ó'tt-nak elenyészőnek kell 
lenni; mert ha u növekedő mennyiség, akkor ez változ" 
tatás által (u-j-áit)-ra, ha pedig u fogyó mennyiség, akkor 
ez változtatás által (u—du)-ra menend át. Ha pedig u meiiy- 
nyiség először nö, azután pedig fogy, ez tehát bizonyos pont­
ban maximumát érte e l: akkor a du változtatás szükségképen 
tevőleges állapotból nemleges állapotba ment át, mely alka; 
lommal szükségképen zéruson megy keresztül, s így du—0 . 
— Ha pedig u mennyiség először fogy, azután pedig nö, az 
tehát bizonyos pontban minimumát érte el : akkor du vál­
toztatásnak szintén zéruson kell keresztül mennie, s így me­
gint óit— 0  lesz.
Valamint tehát már a külzeléki hány latban bebizonyí­
tottuk, hogy valamely adott függvény maximumára vagy mi­
nimumára nézve, annak első külzeléke szükségkép elenyésző 
lesz : úgy áll itt is a dolog a változtatási hánylatra nézve. Egy 
adott függvénynek tehát csak akkor lesz maximuma vagy 
minimuma, ha annak első rendű azaz du változtatása ele­
nyésző.
Hogy pedig az adott függvény a legnagyobb vagy a 
legkisebb értékkel bír-e, a függvény másod rendű változta­
tásából az az <?%-ból következtetendő, melynek az első eset­
ben nemlegesnek, a második esetben pedig tevőlegesnek kell 
lenni, azaz : az első esetben áll ó'2ií< 0 , és a második eset­
ben áll <^«>0. Ha pedig d^u szintén = 0  volna, akkor a felsőbb 
fokú változtatásokhoz kell folyamodnunk.
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14.) Az eddig elörebocsátoltakat tehát így kell érteni: 
Azon feltét alatt, hogy Vdx kifejezés x, y} p, q . . .  . mennyi­
ségek valamely függvénye,y~cp(x) viszony lenne meghatáro­
zandó olyképcn, hogy erre nézve Vdx egészlet x= b  és
x= a  határok között maximumát vagy minimumát érje el.
azaz, hogy
5
Vdx—F(a,b) kifejezés
legnagyobb vagy legkisebb értéket kapjon.
Erre nézve világos ugyan, hogy hay=cp(x) egyenletben 
x  változó bizonyos változtatást szenved, ez valamely más 
y=if)(x) egyenletre menend át, mely csak végtelen keveset 
különbözik az első egyenlettől: ez esetben azonban F(b,a) 
függvény szintén egy végtelen kis változtatást szenvedend, 
melyet ő.F(b}a) jelkép által kellőleg terjesztünk elő. Ha tehát azt 
akarnék, hogy F(b,a) a maximumot vagy minimumot képvi­
selje, őF(b,a)-nnk szükségképen elenyészőnek kell lenni, az 
az 8.F(b,a)— 0 , azon felsőbb rendű 8'lF(b,a)) ő3F(b,a), 8iF(b)a) 
változtatások egyikének pedig finely el nem enyésző), páros 
rendűnek kell lenni; áll tehát általánosan :
1 ) d^  Vdxz=zQ.
Ezen feltételező egyenletnél fogva, jogunk van, az előb­
bi szám b) alatti általános egyenletének értékét a felvett b és 
a határok között venni, és ennek megtörténte után, ugyan­
annak jobb részét zérussal cgyenlítní; minek kellő előter­
jesztésére , legyen B az egészlet előtti tagok összege azon 
esetre, ha x=b, A pedig ugyanazon tagok öszszege, ha x= a  
iratik, a határozott egészletek értelmében állnia akkor kell e 
következő egyenletnek :
2) 0 = B - A + ^ ä x [ _ N - ^ + l d . §
dx dx dx ' ]
mely egyenlet, a fenebbi értékek értelmében , 
irható :
meg így is
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mely kifejezésben xo—oy—pdx. Az itten behozott b és a ha­
tárok vagy állandók vagy változók is lehetnek ; az első eset­
ben nyilván láthatni, hogy ó-nek és a-nak mind külzclékei 
mind változtatásai elenyészők, s ennek folytán mind A-nak 
mind B-nek szintén elenyészőnek kell lenni, minek követ­
keztében az előttünk álló egyenlet ebbe megy át :
]4) 0:=  ^zvdx £ d v  _  I  d Í Z -1 J _ d..dy dx dp ' dx'~ dq '
s minthogy ic határozatlan mennyiség, mely természeténél 
fogva nem lehet zérus, szükségkép áll :
dV-N ~ d V  1
~ d y  d x d '
dV
dp ^  dx* ‘dq~
ez pedig azon nevezetes kiilzeléki egyenlet, melyből egyedül 
határozható meg azon y és x közötti’ viszony, melynek 
folytán a fen adott határozott egészlet, maximumát vagy mi­
nimumát érheti e l, ha t. i. az a fen kitett ő*F(b,a) . .  feltét­
nek megfelel.
Ha pedig változók volnának a fen említett b és a hatá­
rok , akkor ha b‘ és a' ó-nek és a-nak azon értékei volnának, 
melyek a fenebbi 3) alatti egyenletnek eleget tesznek , már b' 
és a' ezen esetre állandóknak volnának tekinthetők; ha pedig 
ez áll, akkor b' nek és a'-nek változtatásai elenyészvén, B' és 
A' szintén elenyészők lesznek , és az említett 3) alatti egyen­
letből megint a 4) alatti egyenlet fog következni; így tehát a 
határok változásának nem lesz befolyása azon y~rf(x) vi­
szonyra, melylyel az í Vdx-nek maximuma vagy minimuma
van összeköttetésben. Mindezeknek folytán áll :
B '—A'zsA) ,
és mivel a b' és a' határok függetlenek egymástól, áll kíilön- 
külön :
B ' = 0 és A '= 0 ,
mely két egyenletből az a' és b‘ határok értékei meg határoz­
hatók , azért is a B'—A'—0 egyenlet határok egyenletének 
mondatik, melyből, mint látjuk, a határok magok mindig meg­
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határozhatók. E kővetkező példák az elórebocsátott elmélet 
felvilágosítására szolgálnak:
(1-sö Példa.) x  mily függvényének kell lenni az y nak, 
hogy ezen értékre nézve
s= j ( ^ + ^  egészlet
értékeinek minimumát érje el? Ámbár ezen feladatnál azon 
határok kijelölve nincsenek , melyek között a kérdéses mini­
mumnak van helye, a tárgy általános értelmében még is kell 
hogy álljon :
ős—ő  ^(y2c/a,‘--|- dy-)i=0  ,
azaz, a függvény változtatásának , minimumának esetére, el­
enyészőnek kell lenni. Ha tehát a változtatási hánylat elöre- 
bocsátott elvei szerint az adott függvényt változtatjuk, e kö­
vetkező eredményre fogunk jutni :
ha pedig itt az utolsó két tagban a d és ő jeleket felcserél­
jük, áll :
ős■ yőydx'1 . y-dx.d.Őx .dy.d.őyds ds
i dy.d.ő
ds ’
A Sx és Sy változtatások külzelékcinek eltávolítására, szük­
ség leend az utolsó két egészlctet részletesen tárgyalni, még 
pedig J'udv=zuv—J*vdu minta segélyével, melyben az első 
egészletre nézve teendő :
cítjcd.Sx^zdv, tehát Sx=v és ?/*•—=w, s lesz:
* • = * ( » * • ! * ) ’
a másikra nézve pedig teendő :
d8y—dv , tehát Sy=v és ^~=u, s lesz : d u = d ^ ~ ^  , 
miknek helyettesítése által kapjuk :
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í'yn-dx.ddx_ya~dx ' Ö X -ds ds
9 ezeknek folytán, e következő egyenletre jutunk
«='?'•+!'»-pe?> +
az utolsó szám 4) alatti általános egyenlete szerint tehát, kíil- 
lön-külön állnia kell :
ydx2d .& ? = 0, és ds ds
miből következik :
t p = c t és y J ^ = d . ( dJ L \
ds ds \.d sS
Ezen egyenletek elsejében, ha ds helyébe a fen adott érték he- 
lyettesítetik lesz :
y "-dxzzzcdszrz c(yíldxi-\~dy<1){) 
és ha ezt négyzetre emeljük, áll :
y^dx^—c^dx^-^-c^dy-, miből
dx<l= y O ^ _ cy  következőleg
dx.—---—^----
yV y^— c"- ’
minek az ismert alakra hozása végett tétessék :
y = -  s lesz dy= —~ ,  ész z
s így áll :
dx=-
_ 1
z~~v
edz
V 1 i
tehát x=z — arcsincz-\~K,
és z helyébe a kellő értéket téve, lesz :
cc=—arcsin--\-k, miből
y
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Visszaemlékezvén már most az egyenes vonal sarkegyenle­
tére, áll :
hol r a vezérsugár, v pedig azon szög, melyet az a sarkten- 
gelylyel képez, végre « azon szög, melyet az egyenes képez 
ugyanazon tengelylyel, mihez ha még azt is tekintetbe vesz- 
sziik, hogy bcosn állandó szára, ha azt c-vel jelöljük, lesz :
mely egyenlet a fen talált egyenlettel ugyanaz; a megfejtett 
feladatnak tehát mértani jelentése van, mely nyilván abban álh 
hogy azon ívnek minimuma határoztassék meg, melynek 
egész hossza két vezérsugár között foglaltatik, a vezérsugár 
y által jelöltetvén ; a fenebbi eredményből világosan látható , 
hogy ezen tulajdonság csak az egyenes vonalhoz tartozik.
(2 -dik Példa.) Ugyanazon feladat még e következő mó­
don is megfejthető : Határoztassék meg azon legrövidebb vonal, 
mely valamely síkon fekvő két pont között húzható. Mint­
hogy a keresett vonal csak egyszerű görbületü görbe vonal 
lehet, az adott feladatnak megoldása nyilván oda irányúi, 
hogy
azon x és y közötti viszony határoztassék meg, melyre nézve 
az adott egészlet értékeinek minimumát érje el. E végre pe­
dig a változtatási hánylat elvei szerint kell hogy álljon :
Itt mindenekelőtt a 8x és d'y változtatások külzelékei eltávo- 
lítandók , mi végre az utolsó két egészlet részletesen tárgya* 
landó, minek folytán kapjuk :
bcosa
c=r.sin(y—•«),
- egészlet részére
miből
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s így egészletünk változtatására nézve nyerni fogjuk :
miből a fen kimondott elv szerint, azaz az utolsó szám 4) 
alatti egyenlete értelmében, e következő egyenleteket kapjuk:
dC I ) = o ’ és dG I ) = o - mibiíl:
dx , dy
d ^ ~ C> 6S d~s~'° ’ 
mely két egyenlet osztásából ered :
tehát: dx/=Cdx, és dx c 1 J ’
y= C x+ C ' ,
ez pedig azon x és y közötti viszony, melyre nézve az adott 
egészlet értékeinek minimumát kapja. Itt nyilván láthatni, 
hogy ezen minimumnak x' és x" határok’ között van helye, 
ha t. i. x' és y \  azután y" és x" az adott két pont összrende- 
zöi, s így
t x "
V d xn-\-dyl egészletnek minimuma kerestetett.
X'
Hogy e minimum nem egyéb mint egyenes vonal, a fe- 
nebbi utolsó egyenletből látjuk , s nincs egyéb hátra, mint a 
C és C állandók értékeinek meghatározása; mire nyilván a 
fen említett határok egyenlete használandó, mely a jelen eset* 
ben e következő :
G D ^ + G I  ) ^ = o ’ ^
melynek értéke, ha x‘ és x" határok között vétetik, lesz :
+ ( £ > ] -(EK]-“'
melyből semmi más, x és y közötti viszony nem következik, 
minthogy őx'=.őx"— őy" — 0  miatt ezen egyenlet 0 = 0  azo­
nossá válik, a fen talált viszony tehát az adott feladat teljes 
megoldásának tekintendő. A C és C  állandók pedig úgy ha- 
tározandók meg, hogy a megtalált egyenes x' y' és x" y"
[ ( f > +
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pontokon menjen keresztül. Erre nézve pedig a mértan elvei 
szerint áll :
y"=Cx"-\-C, és y'z=.Cx'-\-C', miből:
y"—y'=C(x"—x‘) , tehát: Czsz^-T/—~ ;
mivel pedig szintén áll : y~ y '= C (x—x'), hol xegy  tetszéssze­
rinti metszék, következik :
mely már a kérdéses egyenes keresett egyenlete.
(3-dik Példa.) Meghatározandó azon görbe vonal, mely. 
re nézve az
dsíiV x 1—x
egészlet, ha a?=a?1-tol cc=avig vétetik, és
dx(2"\-dy'1-\-dz<1}
értékeinek minimumát érje el, hol x és y a derékszögű össz- 
rendezÖket jelentik.
Minthogy az adott egészlet minimumára nézve kell, 
hogy álljon :
ha erre a kifejezésre a változtatási hánylat szabályai alkal­
maztatnak, e következő eredményre fogunk jutni :
" = 0 .r * _ ( V őds ds(őx j — őx~yJ y ^ x —x  j \-V  x t—X 2(xt— £c)i .1
Következik továbbá a második adott egyenletből :
 ^ _dx.dőx-\-dy.dőy-\-dzddz
ds
mely értéket az előttünk álló egészleti egyenletbe tévén , és 
az egészet egyes tagokra bontván, nyerni fogjuk :
í*d x d ő x  . |yyd .ő y . j 
) uds “r J
*dz.dőz | *ds.dxl . f
} uds  1 J | uds ) 2 « 3 M
hol V x x — x helyébe u tétetett rövidség okáért. Ezen egyenlet­
nek első három tagját szükség lesz tárgyalni, az ismert rész­
letes egészelés által, hogy a változtatások külzelékei eltüntes­
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dv~döx és U——r
senek, ha tehát az első egészletet J*udo—uv—J*vdu mintával 
összehasonlítjuk, teendő lesz :
r ; tehát v= dx  és duzzzd.C*^-} uds \u d s S
miknek helyettesítése adja :
(d oc "'vtid sy’ ^ason^  módon 
és
(* dx.d.őx dx.őx
) uds uds
Cdy.dőy __ dydy C
} xids uds \
í*dz.dőz dz.dz
} uds uds \ L
^ Öx.d
miknek további összeállítása végett, mindenekelőtt szükség 
lesz, az egészelést igénybe nem vevő tagokat a?2 és x t hatá­
rok között venni, hogy az úgy nevezett határok egyenlete 
nyeressék, s így a 14)-ik szám 3) alatti egyenlete szerint 
álljon :
fy lty l  !1 f ~dx9öcc2 i dy*6y<i 1 dzg.dz.n1 1 1-d$íőxí
«V — dsQ ds„ ‘ ds,, J u X  ds,
dZydZ, i I
dsl J1
őxt f * +J2u3 ' j  [ ( 2 “ - * S > 8x-~d-d dy—( uds *
"f" dst
dz
miből a változtatások függetlensége miatt,a 14)-ik szám 4) alatti 
egyenlete szerint, külön-külön állnia kell :
< ä ) = » .  *•
az utolsó két egyenletből következik :
Í L — A és — : 
uds * uds -B , tehát
, dy uds—~  A és
7 dz 
uds~ J j  ’
s ennek folytán :
dy dz
A ~ ~ B ’
avagy Adz—Bdy— 0} s így :
Az—By—C,
mely egyenlet, mint a mértanból tudjuk, egy az x-ek ten­
gelyéhez párhuzamos síkhoz tartozik, melyen a kérdéses gör­
be vonal fekszik ; ha ezen síkra nézve, magát az xy síkot
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választjuk, akkor nyilván ds— Vdx^-^dy1 lesz, és ds-nek 
duezen értéke a ~ = A  egyenletbe lesz helyettesítendő oly
módon, hogy A — y-— tétessék ; s ennek folytán lesz
j __uVdx^-lf-dy4_V x ,—x.V dx2 -\-dy-
VTa “  V fa
avagy
2 a.dy-
cc,— xz^dx^-^-dy
Q;
miből nyerjük :
,   dxV"xx— x
^ V^ 2 a—x 1-\-x>
tévén továbbá 2 a - x 1-\-x—x') tehát 2 a—x '= x 1—x , lesz 
még :
7 dx'Vr2a— x' dx'(2a—x') dy—------- = ---- — ,
x' V 2 acc'—a?'2
mely kifejezés, mint látjuk, nem egyéb, mint a hengerlék kül- 
zeléki egyenlete, hol a a nemző kör sugara.
Azon tulajdonságnál fogva tehát, mely magában az adott 
feladatban foglaltatik, következik, hogy ha egy oly henger­
léket képzelünk, melynek csúcsa legmélyebb fekvésű lévén, 
tengelye fekmentesen áll, annak minden íve, egy nehéz lefut1) 
test által a lehető legrövidebb idő alatt hagyat ik hátra, mi 
miatt a hengerlék a leggyorsabb esésű görbének (brachisto­
chrone) mondatik; s így ezen feladat megfejtése által, a 
Brachistochronének híres feladata meg van fejtve.
Ezen most megfejtett feladathoz tartozik még az is, 
hogy a hengerléki ív, egy rajta lefutó nehéz testre nézve, nem 
csak a legrövidebb idejű ív, hanem a hengerlék bármely 
hosszúságú íve, még maga a fél hengerlék is, egy ugyanazon 
idő alatt futtatik át, mi miatt az nem csak brachistochronének, 
hanem tautochronének is (egyidejűnek) neveztetik; mi­
nek bebizonyítását az előrebocsátott feladathoz csatolni érde­
kesnek tartván, e következő módon lehet eljárni :
Legyen AEF (11-dik idom) egy közönséges hengerlék, 
tehát BEzsz2ci a nemző kör átmérője; M-ben képzeltessék
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egy nehéz pont, akkor ez magára hagyatván E  felé fog mo- 
(11-dik idom.)
zogni, és a tetszés szerint felvett MN—s tér bizonyos t idő 
alatt fog hátra hagyatni; M-nél az említett pont természete­
sen nyugvásban képzelendő. Az N -re érkező pont nyilván a 
CD=zz magasságnak megfelelő sebességgel bír, mely sebes­
ség e következő kifejezés által fog adatni : 
v-x=2  gz, tehát v—V  2  gz,
és mivel v = ~  . ezen érték helyettesítése adja :
CXZ
-^=c V2gz, miből
... ds
1) d t= —= .
1 /2  gz
Feltévén most, hogy a metszékek kezdőpontja üJ-ben van, 
akkor EC—h és ED—u tétetvén, lesz CDz=zz—h—?t, s en­
nek folytán
2 ) dt~ —= = = = =  ,
V  2g(h — ít)
mely egyenletben a ds mennyiség w-nak függvényében lesz 
kifejezendő, mi végre a hengerlék ismert egyenlete szolgál, 
melyre nézve jó lesz, a metszékeket A ponttól számítni; 
tevén tehát A P = x} lesz N P = y} s áll :
a - yx —a.arc.cos- V Z a y - y \
mely egyenlet külzelése által nyerjük
ydydxz V 2 ay y
mível pedig áll :
ds— dx'-^-dy11)
ha dx helyett a fenebbi érték tétetik, lesz
2 8 *
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* = < * » !/"•  2
f_ \ /  a du
V 9 V hu—u'1
ámde idomunkból láthatni, hogy (2a—y) nem egyéb mint 
BE  — BD—DE—u, teliát külzelés által dy— —du, minek kö­
vetkeztében áll még :
d s~  — d i ^ / ~  — , %
ezen érték a fenebbi 2 ) egyenletbe tétetvén, lesz : 
dt-
minek egészelése által kapjuk :
I /  a . 2u .t= — 1 /  -.arc.sin.ver.—-+-U.V 9 h
C állandónak a meghatározására látjuk, hogy t idő elenyészik, 
midőn a nehéz pont M-ben van, mely esetben u— h, lesz 
tehát:
0 “ — ^.arc.sin.ver2-\-C, miből f
következőleg
2 u-“Hí- -arcsin.ver. ]
mely kifejezés azon időt adja, mely alatt az NM=s ív fut­
tatik át. Hogy tehát azon T  idő meghatároztassék, mely alatt 
az ME ív hagyatik hátra, nyilván csak u = 0  teendő, minek 
folytán lesz :
- • V \
mely nevezetes kifejezésből láthatni, hogy Z'-nek értéke A-tól 
nem is függ, azaz, T  idő mindig ugyanaz marad, bárhol kez­
dődik a nehéz pont mozgása; NE, vagy ME, vagy AE  ív te­
hát, ugyanazon idő alatt futtatik át, ez oknál fogva tehát 
ezen görbe vonal egyidejű görbének neveztetik.
15.) (A viszonyos Maximumok és Minimumokról.) 
Az előrebocsátott esetekben mindig feltétetett, hogy a V függ­
vényben foglalt változók függetlenek egymástól, minthogy
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ezeknek egymásközti viszonya, csak a szükséges megvizs­
gálás által meghatározandó. Sokszor azonban nem úgy áll a 
dolog, hanem az adott egészleten kívül, melynek maximuma 
vagy minimuma kerestetik, még egy vagy több feltételező 
egyenlet van adva, melyek által a változók bizonyos egymás- 
tóli függése ki van fejezve.
Hy esetben az adott V függvényből annyi változó lesz 
kiküszöbölendő, a hány feltételező egyenlet van adva, a töb­
bivel pedig úgy kell eljárni, mint az előbbiekben már lát­
tuk. Az ily esetek pedig az úgynevezett viszonyos maximumo­
kat vagy minimumokat képezik, s ezek sorába tartozik e 
következő feladat :
Azon görbe vonal meghatározandó, melynek egy adott 
hosszúságú íve, a lehető legnagyobb vagy legkisebb terüle­
tet zárja be. Ez esetben bizonyos határok között az j Ydx
egészlettöl az kivántatik, hogy maximumát vagy minimumát 
érje el azon feltét alatt, hogy az ugyanazon határok között vett
JY'dx egészlet, bizonyos állandó értéket tartson meg, azaz, 
hogy álljon :
V'dx=C,J:
hol a és b az említett határok, V és V  szorzók pedig az x , 
(i/U (t*!/
y, . . . .  mennyiségek függvényeinek tekintendők.
Az előrebocsátott elvek szerint, az adott feladat feltétéinél 
fogva, kell, hogy álljon e következő két egyenlet :
V'dx= 0 ,
mely egyenletek utolsóját ha egy állandó k tényezővel szo­
rozzuk, és az elsőhöz hozzáadjuk, áll szintén :
Ca (•& [ •  aVdx-\-kd\V'dx, avagy d I [V-\-kV'}dx—0,
y |  Vdx=0, es
J t J t
s ezen utolsó egyenlet nyilván úgy tárgyalandó, mintha :
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egészletnek feltétlen maximumáról vagy minimumáról lenne
szó, minthogy azon x és y közötti viszony, mely az utolsó ki­
f a
fejezésnek megfelel, az l Vdx egészletnek is megfelelend. A be-
J
hozott k állandót illetőleg pedig, az nyilván úgy lesz megha-
Í*aV'dx egészlet, az adott állandó értéket b
vegye föl. Következő példák a tárgy felvilágosítására szol­
gálnak :
(1-ső Példa.) Határoztassék meg azon görbe vonalnak 
alakja, mely állandó hosszúsága mellett, a lehető legna­
gyobb vagy legkisebb területet zárja be. (Itt könnyű belátni, 
hogy ezen terület két meghatározott rendező között foglaltatik.)
Miután az előbbiekből tudva van előttünk hogy a kér­
déses terület J*ydx egészlet által helyesen fejeztetik k i , az 
előterjesztett feladat még így is formulázható: Határoztassék 
meg J*ydx egészletnek legnagyobb vagy legkisebb értéke 
azon esetre, hogy
‘  2B/ >+(!)'
ív, állandó c hosszúsággal bírjon, azaz hogy álljon :
dx
Minthogy ez esetben állniok kell e következő egyenleteknek : 
d^ijdx==0 , és
az elörebocsátott elvek szerint, ha C egy új állandót jelent, egy­
szersmind kell, hogy álljon ez is :
ő^ydx-\-C d^\f dx--\-dy~=0.
Itt pedig, ha a kellő változtatási műtétéi véghez vitetik, nyer­
ni fogjuk :
|  dx8y-\- ^ y.8dx-\-C^ dx.8dx
V  dx--\-dy-
-cC
J  V dx‘
dy.8dy
<1-\-dy(í
és ha még dx is állandónak vétetik, tehát 8 d x~ 0 , áll :
- 0 ,
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^dx8y-\-C j - dy.d.őy
V  dx^-^dy1
ha továbbá az utolsó egészletet részletesen tárgyaljuk, a ddy 
kiilzelék eltávolítására, könnyű módon nyerni fogjuk :
dy
V  dx'i-\-dyq ’
0 , avagy
minek helyettesítése által, kapjuk még :
-ßlM | Üx-
V d x’- + d y ° - )  J
+öyf r
V dx'+ dy*  J  L
dx—d ‘
V dx--\-dy- 
Cdy ] = 0,
V  dx*-\-dy*.
a változtatási hánylat elvei szerint tehát, külön-külön is kell» 
hogy álljon :
Cdydx—d.
miből egészelés által :
Cdy
dx--\^dy<l =0,
*~A=s-
V  dx't-^-dy'* 
Cdy
= A , ebből továbbá kapjuk :
honnét :
V  dx^-^dy-
, és (x—A)'1(dx't-\-dy'í')=Cldy'1t
dy (X—A)dx
1fC * - { x —A y '  
minek egészelése végett tétessék x —A —z) s lesz d x= d z , 
következőleg
dyz=z--^ Z , tehát ? /= —-V^c2—z^A-B,
J \ f  C"--zl J ^
hol z helyébe a fenebbi értéket téve lesz :
y—B ——V^ c2 — (x—.A)2, avagy (x —A)2-}-(í/—23)2= c 2.
Ezen egyenlet figyelmes megtekintéséből azonnal látjuk, hogy 
ez nem egyéb, mint a kör egyenlete ; a kör tehát azon neveze­
tes görbe vonal, mely ha a rendezők két végpontjain keresztül 
húzatik, az így bezárt terület a lehető legnagyobb vagy 
legkisebb lesz, még pedig legnagyobb akkor, ha homorúsága, 
legkisebb akkor , ha domborúsága van a metszéki tengely 
felé irányozva.
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(2 -dik Példa.) Mily viszonynak kell állnia a? és y között, 
hogy az x= a  és x— b határok között vett J *yqdx egészlet 
értékeinek maximumát vagy minimumát érje el, azon felté­
tellel, hogy az ugyanazon határok között vett J*xydx egész­
let állandó értékkel bírjon ? Az előbbiek szerint azonfüggvény, 
melynek maximuma vagy minimuma kerestetik, e következő 
alakban fordul elő :
V— ^y^dx-^-k J  xydx, 
minek változtatása ezen eredményre vezet :
ha t. i. sem x sem dx változtatást nem szenved. Ezen utolsó 
egyenletből nyerjük :
2y-J-&=:0 , miből y—— és haLi
S' bxydx= A , áll szintén :
a
Íb b™ 0 I»b b~.<l bdx—A, mivel pedig  ^ dx— -^ (a3— ó3), 
lesz még :
f(a 3—b*)—A, tehát k—- ^ov / ori3—b3*
Mivel végre a fenebbi kifejezésből kapjuk : 
d*V= ^2 őy*dx,
tehát egy lényegesen tevőleges mennyiséget: következik, 
hogy az adott egészletnek minimuma van.
(3-dik Példa. )^ Meghatározandó legyen azon legrövidebb 
vonal, mely két adott pont között húzható a térben.
Az elemző mértanból tudjuk, hogy a térben fekvő va­
lamely görbe vonal ívének a hossza, e következő egészlet 
által van adva :
V dx'l-\-dy*-]-dz'1,
hol x, y és z alatt az épszögü összrendezők értendők. Miután
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es
a fen említett két pont összrendöi adatnak , legyenek ol , blf 
és c, a görbe vonal egyik, öt2 , ó2 , és c2 pedig a másik 
végpontjának összrendezöi ; akkor a fen kitett egészlet nyil­
ván x = a v és x = a „ határokra vonatkozik, s így mind?/mind 
z mennyiség, x függvényének tekintendő. Hogy tehát a kér­
déses görbének minimuma leg3^ en, ds változtatásának elenyé­
szőnek kell lenni, azaz áll :
itt pedig a d és ő jegyeket felcserélvén, és az egészletet egyes 
tagokra bontván, lesz :
tv tv
mely cgészletek, a változtatások külzelékeinek eltüntetése 
végett, részletesen tárgyalandók, minek eredménye lesz :
tv tv
minek elrendezése után kapjuk :
Ha most a határok egyenletének felállítására, az első három 
tag x— at és x—n2 határok között vétetik, e következő egyen­
letet kapjuk :
miből nyilván e következő három egyenletre jutunk :
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a) te-d- 0 t ) +<^ '  C t ) + <w- ( 1 ) ^ ° -
Az első két egyenlet által határoztatik meg a kérdéses görbe 
végpontjainak térbeni fekvése, a harmadik egyenlet pedig 
ezen görbe vonal természetét tartalmazza magában, melyre 
nézve, minthogy dx, dy és dz változtatások függetlenek egy­
mástól, tehát tetszésünk szerint fölvehetök, szabad lesz azo­
kat oly értelemmel felruházni, hogy külön-külön is álljon :
mely egyenletekből egészelés által kapjuk :
d x
ds
— A  dl — A
- A’ d, es - — A'iis
hol A, A' és A" három tetszésszerinti állandó. Ha ezen egyem
letekből ds-1 eltávolítjuk, nyerni fogjuk :
7 d x  . d i /  , - d z  ..cís—— , a s= ^ p , es a s = — , miből
Adz=A"dx , és A/,dy=A'dz, 
s ebből új egészelés által :
Az-\-C=A"x, és A"y=A'z-\-C', avagy : 
x=az-\-nf és y=a'z-\-ß,
A C  Äha t. i. rövidség okáért —  —a, és — = a , továbbá — = a '
C'és -^ 7,=/? tétetik. Ezen egyenletek pedig, mint az
elemző mértanból tudjuk, egy a térben fekvő egyeneshez tar­
toznak, mely tehát az adott két pont között a legrövidebb 
vonal.
Másképen áll azonban a dolog, ha még az is kivántatnék, 
hogy a kérdéses vonal bizonyos felülethez legyen kötve, 
melynek egyenlete : zz=zf(x,y), avagy külzeléki egyenlete ;
* ■ (  £ )  * + ( ! ) *
adva van; mert ez esetben könnyű belátni, hogy a dx, öy és 
dz változtatások szintén ezen felülethez kötvék, úgy hogy a kér­
déses vonal egy ahhoz végtelen közel fekvő vonalba menjen át, 
és ezen új vonal még mindig az adott felületen feküdjék. En-
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nek eszközlése végett pedig, a változtatási szabályok szerint 
kell, hogy álljon :
fe=C £)fa+ C |)^ ’
mely egyenlet az előbbi a) alatti egyenlettel összekapcsolandó, 
mi legkönnyebben az által történik, ha óz-nck értéke, az 
említett egyenletben helyettesítetik, minek eredménye e kö­
vetkező :
[ J 0 + 1  " ■ © ] ' • +
és a ő x  és dy változtatások függetlensége miatt, külön külön 
állnia kell :
'G ’) + í  < í)= « -  <■
< í ) + í  /  C i ) - ’
mely egyenletek mindegyike azon sík egyenlete, mely az 
adott felületet a keresett görbe vonalban metszi, s melyre 
nézve a kérdéses maximumnak van helye. Ha az utolsó két
egyenletből < * .( £ )  szorzót eltávolítjuk, akkor e következő
egyenletre jutunk :
dz  S  d y " \_dz  /'eíccX
f a ' d \ d s J ~ ~ J y d \ d s S }
mely által azon nevezetes tulajdonság mondatik k i, hogy a 
görbületi sík az x ,y ,z  ponthoz tartozó érintkezési síkra merő­
legesen áll.
Ha például felteszszük, hogy a keresett görbe azon gömb 
felületén feküdjék, melynek középpontja az összrendezök kez­
dőpontjával összeesik, melynek egyenlete tehát : 
x'1-\~y<l-\-z'1— r2, 
akkor ezen egyenletből kapjuk :
d z _ x  , d z_ y
d x ~ ~ ~ ~ z ’ C3 d y  2 ’ 
miket az utolsó három egyenletbe tévén, lesz :
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< f > ! < í ) .  < Í ) = K S ) '  “
itt pedig (ds állandónak vétetvén) ha a kijelentett külzelések 
véghez vitetnek, nyerni fogjuk :
zd^x - xd2z . zd-y—yd*z------------- = 0 , —  ^ —0 es y d 2a?— aid2?/ ds :0 ,ds ~ ; ds
miből egészelés által kapjuk :
zdx—xdz=bds, zdy — ydz=ads, és ydx — xdy—cds, 
hol a, ú, és c a három tetszésszerinti állandó. Most már minden 
további egészelés nélkül, könnyen meghatározható azon felület 
egyenlete, mely a gömb felületét a kérdéses görbe vonalban 
metszi; ha t. i. a fenebbi egyenletek elsejét ?/-nal, másikát 
(—£c)-el, és a harmadikát (—z)-vel szorozzuk, és ez után ösz- 
szeadjuk, nyerni fogjuk :
a x-\-by-\-cz=zO,
mely egyenlet azt mondja, hogy az ahhoz tartozó felület egy 
sík, mely a gömb középpontján megy keresztül, miből egy­
szersmind következik, hogy két pont között a gömb felületén 
húzható legrövidebb vonal, a legnagyobb körnek egy íve. 
(4-dik Példa.) Bizonyos görbe vonalra nézve
í  yV^ dx^-^dy^-^dz1
avagy J*yds egészletnek maximuma vagy minimuma megha­
tározandó, azon feltét alatt, hogy J*ds, azaz ezen görbe vonal 
ívének hossza állandó maradjon.
Az előrebocsátott változtatási elvek szerint kell, hogy 
álljon :
<5 ^yds -j- kd ^  ds , avagy : j  d(y-\-k)ds=0 ,
mely kifejezés változtatása ha a szorzat változtatási szabálya 
szerint eszközöltetik, nyerni fogjuk :
^^d ső y^^~ Q d xd ö x-\-d yd d y -\-d zd d z 'y^= 0  , avagy :
^ dsdy-1-  ^^ — ^dxdöx -f-  ^^ j^ -dyddy^  j dzdőz—0 ,
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és ha az utolsó három egészletet részletesen tárgyaljuk, a vál­
toztatások külzelékeinek eltávolítására, ered :
minek helyettesítése által e következő egyenletre jutunk : 
0= y ± b d x a x + ^ d y ä y + ^ d z 6 zds ds * * 1 ds
-  j >xiQ y-7T dx) - ) \ [ d' di\ dy
-J* (<**£*) •
a dx, dy, és őz változtatások függetlensége miatt tehát áll kü- 
lön-külön :
c?-(.y+/í) ^ = 0 , és d « J = 0 ,
mely egyenletek egészelése által kapjuk :
( y W £ = A ,  (y + Q js= cés (y + k) T ~ ds= B’
hol A, B és C az egészelések tetszésszerinti állandói. Ezen 
egyenletek elsejét és másodikét elosztván egymással, kapjuk :
— avagy Adz=Cdx,
mely egyenlet nyilván azt mondja, hogy a kérdéses görbe az 
összrendezők xz síkjában fekszik. Ha azonban fölvesszük, 
hogy a keresett görbe az összrendezők xy síkjában fekszik , 
akkor a fenebbi egyenletek másodika elmarad , a többi két 
egyenletből pedig, ha (a?-{-&)-t és e?s-et kiküszöböljük, nyerni 
fogjuk :
dy_s-\-B
dx A 7 avagy
dy___s_ 
dx A 9 ha t. i. B—0.
Ezen utolsó egyenletre nézve, az egyensúlytan azt mutatja,, 
hogy ez azon görbe vonalhoz tartozik, melyet egy, két pont­
ból szabadon lelógó nehéz zsinór a függőleges síkban képez,
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és lánczgörbének neveztetik. Hátra van még ezen utolsó 
egyenletnek egészelése úgy, hogy vagy x, y által, vagy y, x 
által fejeztessék k i; mi végre ha ezen egyenletet külzeljük, és 
ds— V  dx^-^-dy* tétetik, lesz :
dx1
mivel pedig :
' M ' + G Í Ű ' L hol a = A ’
dj — n iesz „ í—áüldx p, lesz P d x .,, tehát
pdp—dyJ-ydx*
miből :
pdp_d2y
dy dx*f
minek helyettesítése adja :
1!
dy=-
a Y  l-f-p2 ’
ebből
y= - / i  +
Az állandó az által meghatározható, ha />—0 értékre nézve y  
is elenyészik, minek folytán lesz :
C=—- , következőleg a
mely egyenlet ha dx re és dy-ra visszahozatik, nyerni fogjuk :
V  2 ay-\-y*
minek egészelése által kapjuk :
x=log{a+y-\-V 2 ay-\-yl),
mely nem egyéb, mint a lánczvonal egyenlete. Az adott V=: 
^ yds függvénynek további megvizsgálása azt mutatja , hogy 
ő^V változtatás vagy tevőlegessé vagy nemlegessé válik, a mint
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a kérdéses görbe vonalnak vagy a domború, vagy a homorú 
oldala fekszik a metszéki tengely felé. Mivel pedig V, avagy 
J'27iyd$ egészlet nem egyéb, mint a görbe vonal x tengely 
körüli forgása által képzett felület: következik, hogy minden 
görbe vonalok között, melyek két ponton keresztül menvén, 
egyenlő hosszúsággal bírnak, a lánczvonal az, mely x tengely 
körül forogván, a lehető legkisebb vagy legnagyobb felüle­
tet írja lo, a m int t i. annak vagy domború vagy homorú ré­
sze van a metszéki vagy forgási tengely felé irányozva.
H A T O D IK  F E J E Z E T .
ALKALMAZÁS A MECHANIKÁRA.
1. ) Ezen alkalmazás végrehajtásánál csak azon alap­
elveket fogjak igénybe venni, melyek pusztán csak a testek 
mozgási állapotára vonatkoznak ; minthogy az előterjesztendő 
esetek mind a mozgás elméletéből vétettek. Itt azonban nem 
lesz felesleges megemlítni, hogy a következendő elmélet meg­
értésére okvetetlen megkivántatik, hogy az olvasónak az egyen­
súly szabályai, illetőleg törvényei, ismeretesek legyenek ; kü­
lönösen pedig az erők alapos elméletével bírjon, t. i. miként 
összeteendök, szétbontandók az erők, és miként meghatáro­
zandó bármely esetben a működő erők eredője ; továbbá mily 
különbség van egy pillanatnyi és egy folytonos erő között. 
Hasonlóképen a súlypontok elméletének ismerete is szükséges 
lesz, minthogy a megemlített tárgyak mind olyanok, 
melyek a mozgás elméleténél is minduntalan elöfordúlnak, 
tehát az előterjesztendő elmélet megértésére okvetetlen kí­
vántainak.
2. ) (A mozgás külzeléki egyenletei.) Itt mindenekelőtt 
egy olyféle pontnak haladó mozgásáról lesz szó , mely pont 
valamely folytonos, tehát sebesítő erő hatásának van kitéve ; 
egy ilyféle pont mozgásánál e következő okoskodás helyes­
sége könnyen felfogható: Legyen Am=s (12-dik idom) azon 
út, melyet valamely anyagi pont sebesítő mozgással hagyott
(12 -dik idom.)
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hátra bizonyos t idő alatt, ekkor az, m pontban bizonyos v se­
bességgel el lesz látva (el nem felejtvén'azt, hogy sebesített moz­
gásnál, a pont sebességei mindig nőnek) és ha most azt fel- 
teszszük, hogy a pont mozgása még végtelen kicsiny dt idő 
alatt folytattatik, az igy leírt mn tér szinte végtelen kicsiny 
lesz, tehát ds által kijelölendő, a pont v sebessége azonban 
változatlannak tekintendő, minthogy a t végtelen kicsiny vál­
tozásának, v sebességnek is csak végtelen kicsiny do változása 
felel meg, s miután v \-d v= v , a kérdéses sebesség, dt idő 
alatt állandónak tekinthető, s így ds tér egyenletes mozgássá 
hagyatván hátra, nyilván e következő egyenlet által fog adatni
ds
ds— vdt, miből v~ ^ f ............ 1);
mely egyenletből látni való, hogy sebesített mozgásnál a bár 
mely pontnak megfelelő sebesség azon külzeléki hányadossal 
egyenlő, melyet kapunk, ha a hátra hagyott tér külzelókét 
elosztjuk a megfelelő idő külzelékével.
A mi továbbá a működő sebesítö erőnek a mértékét il­
leti, ez közönségesen azon sebesség szokott lenni, melyet a 
test az idő egysége (egy másodpercz) alatt kap, de azon feltét 
mellett, hogy a működő erő ez idő alatt folytonos és állandó 
legyen. Ezen mértéket, ha qp-nek nevezzük, e következő 
arányból kapjuk :
1 : qp—dt : dv , miből 
— d v
( f ~ d t .......................... 2 ) '
sebből látjuk, hogy az állandó erő mértékét mindig, megkapjuk, 
ha az elért v sebesség külzelékét a hozzá tartozó t időnek 
külzelékével elosztjuk.
Ha az 1) alatti egyenletet külzeljük, lesz :
7 d*s
dv= i t ’
mely érték a 2 ) alatti egyenletbe tétetvén, kapjuk : 
d*s
qp— dt* 8 ),
miből következik, hogy az állandó erő mértéke azon második 
külzeléki hányadossal is egyenlő, melyet kapunk, ha a tér
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második külzelékét, a megfelelő idő külzelékónek négyzeté­
vel elosztjuk.
Ha végre az 1) és 2) alatti egyenletekből dt külzeléket 
kiküszöböljük, e következő egyenletre jutunk : 
vdv=cpds ................. 4),
mely egyenlet segítségével minden egyenes mozgásnak tör­
vényei meghatározhatók, mihelyt cp szorzó vvagys nek függ­
vényében adatik.
3.) (Az egyenletes mozgás.) Ha felteszszük, hogy 
valamely pont egyenes vonal szerint mozog, és hogy reá sem­
mi sebesítő erő nem hat, akkor <jp= 0  lévén, a 2) alatti egyen­
letből kapjuk :
dv—0 , következőleg v=:a,
azaz : a mozgó test sebessége állandó, mint azt az egyenletes 
mozgásnál már régóta tudjuk.
4.) (Az egyenletesen sebesített mozgás.) Tudván azt, 
hogy az egyenletesen sebesített mozgás csak állandó műkö­
déssel bíró erő által hozható léire , ha a kérdéses állandó erő­
nek mértékét g-yel jegyezzük , e következő egyenletnek kell 
állnia :
d2s d^s
d é = 9 ’ m,bol:
s ennek egészelése által kapjuk :
5 = * + “ ’
s ezt az 1) alatti egyenlettel összehasonlítván, lesz : 
v~ g t-\-a ............(n).
Továbbá az utolsó-előtti egyenletből kapjuk : 
ds=gtdt-]^adt,
minek egészelése által e következő egyenletre jutunk :
......... .. O)-
Az (n) és (m) alatti egyenletekben, a nyilván a mozgó test 
kezdő sebességét jelenti, mely ha elenyészőnek vétetik, e kö­
vetkező egyenletek állnak elő :
v—gt, és
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mely egyenletek által a 3zabad esési szabályok képviseltet­
nek, ha t. i. g a nehézségi erőnek sebesítése.
Ha az (n) és (m) alatti egyenletekben felteszszük, 
hogy a sebesítö erő, a kezdő a sebességgel ellenkező irány- 
nyu, akkor a pont mozgása egyenletesen lassított lesz, 
és erre a mozgásra nézve áll :
- x —a—g t, és s=at—
mely egyenleteket a függőlegesen felfelé hajított testeknél 
lehet használni.
5.) (A lengő mozgás.) A lengő mozgás természetének 
megismertetésére vegyük fel, hogy a (13-dik idom) 0 pontjára
(13-dik idom.)
OK irányban egy pillanatnyi erő hat ; akkor ez vele bizonyos 
sebességet fog közölni, melylyel a pont nyilván végtelenig 
fogna mozogni, ha semmiféle ellentállásra nem talál. De más­
kép van a dolog, ha azt teszszük fel, hogy a kérdéses pont el- 
lentálló rugalmas szerben mozog, mert ez esetben az O-tól K  
felé mozgó pont sebessége folytonos fogyást fog szenvedni, 
miből következik, hogy sebessége OK vonalnak bizonyos 
pontjában lesz elenyésző. Feltévén tehát, hogy K  az a pont, 
melyben a test sebessége elenyészik, akkor a mozgó test meg 
nem állhat K-nál, hanem az ellentálló szer rugalmasságánál 
fogva vissza, azaz 0  felé fog hajtatni, még pedig úgy, hogy 
0-hoz érkezvén ugyanazon sebességgel bírand, melylyel O-tól 
kiindult K  felé; mi által, mint könnyű belátni, képességet 
kap, megint O-tól D-ig lassított mozgással haladni, hol az, ha 
OD— OK, megint elveszti sebességét, és a rugalmas erő ha­
tása által megint D-töl 0  felé hajtatni fog; s így világosan 
látjuk, hogy a mozgó pont, ezen lengő mozgást K-tói D-felé 
és D-töl A-felé örökké folytatná, ha végre más ellentállások 
által 0  pontban nyugalomba nem hozatnék.
2 9 *
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Látván igy, hogy midőn a mozgó test O-tól K  felé vagy 
O-tól D felé halad, a rugalmassági erő folyvást nő, feltehet­
jük, hogy ezen erőnek hatása, a mozgó test O-tóli távolával 
egyenes viszonyban van; akkor az Ok—x távolságnak megfelelő 
rugalmassági erő cp=mx kifejezés által kellöleg^terjesztetik elő, 
hol m egy meghatározandó tényező.
Ez meglevén már könnyű lesz azon időnek a meghatá­
rozása, mely alatt a mozgó pont által egy lengés vitetik vég­
hez ; látván t. i. azt, hogy cp erő a hátra hagyott tér függvé­
nye, feladatunk megfejtésére nyilván a 2-dik szám 4) alatti 
egyenlete szolgáland, melyben cp helyett az imént megtalált 
érték oly módon helyettesítendő, hogy az nemlegesen vétes­
sék, minthogy ha x tér nő, a mozgó test sebessége fogy, áll 
tehát :
vdv— —mxdx,
minek egészelése adja :
vq= —mx2~\-G\
hol C az egészelésnek állandója, melynek meghatározására 
látjuk, hogy v sebesség akkor elenyészik, ha x=OK—r, s 
ennek folytán áll :
0 = —rar2-}-(7, miből 
(7=mr2,
s ennek folytán :
v'1,= m rz-\-mx-— m{r<1—a?2), s így
vzzzzizV^wi(r2—ce2) ...................(q) ,
miből láthatni, hogy v-nek két értéke felel meg, az x  bármely 
értékének, a test pályájának bármely pontja tehát, ugyan­
azon de ellenkező jellel biró sebességgel futtatik át, mint ez 
a mozgás természetéből világosan belátható. Hogy ezen se­
bességnek maximuma azon esetre áll be, ha a?=0 , magából 
a képletből valamint az idomból is következik , e maximum 
tehát lesz :
F=±rV ^ m}
a minimuma pedig ezen sebességnek akkor áll be, ha x—r, 
mely esetben a test D vagy K  pontban létezik, ezen sebesség 
pedig ü= 0, mint azt a mozgás természete mutatja. A test te­
hát 0  ponttól K  felé lassított mozgással halad K-ig, a hol se­
bessége elenyészik ; honnan megint 0  felé hajtatik, de sebe-
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sített mozgással, mely alkalommal O-nál azon sebességet éri 
el, melynél fogva megint képes D -ig haladni s í. t.
A legfontosabb itt előforduló kérdés, azon időnek a 
meghatározásában áll, mely idő egy egész lengésnek vég­
hez vitelére kívántatik; minek meghatározására, a fenebbi
ds(■q) alatti egyenletbe v-nek — értéke tétessék, mi által ered :
— — V' m(r<2—x q),
hol könnyű belátni, hogy cc-et kellett tenni s helyébe, ebből 
kapjuk :
d t~ dx
V m(r2—x'1') ’
minek egészelése adja :
Hogy ez valóban egészeltessék, czélszerji lesz e következő 
mértani megtekintés : Legyen DB (14-dik idom) azon út, me­
lyet a lengő test, 0  pontból kiindulva ír le, és OB—OD=r
(14-dik idom.)
sugárral irassék le félkör ; továbbá a lengő test q pontban 
képzeltessék; s lesz ]Oq=zx\ és a qP függély —y , valamint 
OP— r ; akkor az OPy háromszögből következik : 
y'i= r i— tehát y— V r n-—x 2, 
mely értéket^a fenebbi egyenletbe tévén, lesz :
S* dx
avagy inkább ;
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t——S i dxV  n i *
minthogy x  fogy ha t nő, az időt t. i. B-től 0  felé számítván. 
Ha már most qk=dx , azaz ha x tér dx-e 1 fogy, a P ponthoz 
tartozó FPz=zs ív szinte NP=ds mennyiséggel fog kisebbed- 
ni, s így az OPq és NPm háromszögök hasonlóságából kö­
vetkezik :
OP\Pq~NP:mP, avagy r'.y~ds\dxt 
honnan kapjuk :
ydszzzrdx, tehát : — =  —y r
mely értéket az utolsó egészletbe tévén, lesz :
s '-O,
r  ds _
J  rV m 'V  i
minthogy r és m állandó mennyiségek. C állandónak a meg­
határozására, látjuk, hogy B  pontra nézve az s ív FB= ^nr
u
négyedet teszi, t idő pedig ezen pontra nézve elenyészik; mi­
dőn tehát t=.0 , lesz s=r^rr, s így az állandónak meghatározá­
sára áll :
0 = - —-f~C, miből : C■2rVr ni
a lengési idő teljes értéke tehát lesz : 
j_ n s
2 Vm
2 ni rP^m
azon időre nézve, mely alatt a lengő test B pontból kiindúlva 
0  pontot elér, nyilván s=z=0 , tehát a fél lengésre kivántató 
idő :
2 V ra *
hogy tehát egész lengés vétessék véghez, B-töl D-ig az arra 
kivántató idő lesz :
~ V m (b),
miként pedig az m tényező különféle esetekben határoztatik 
meg, e következő példából fogjuk látni ;
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6.) (Az inga mozgása.) Az előrebocsátott elmélet se­
gítségével, az ingának lengési ideje is könnyen megha­
tározható. Igaz ugyan, hogy az ily ingának lengési pontja 
nem egyenes hanem görbe vonalon mozog, de mivel az in­
gák eltérési szögei csak kicsinyek (miut ezt az óráknál lát­
juk), az inga lengési pontja által leírt ív, minden hiba nélkül 
egyenesnek tekinthető ; s így az előre bocsátott elmélet erre 
is alkalmazható lesz, mivel az inga mozgásánál működő erő, 
szintén a leírt ív hosszával lesz aránylagos.
Hogy tehát az inga lengési idejét meg határozzuk, csak 
oda kell törekednünk, hogy a megtalált (b) alatti képletben 
m tényező határoztassék meg a kérdéses esetre nézve. E 
végre a (15-dik idom)-ban egy egyszerű inga légy en képvisel
(15-dik idom.)
ve, akkor OB nyilván az egyensúlyi állapot, és ha azt ferde 
OA helyzetbe viszszük át, akkor az a nehézségi erő hatása 
által .B-felé vissza hajtatni fog; ha tehát a nehézségi g erőt A 
pontban függőleges vonal által állítjuk elő, és azt két mellék 
erőre bontjuk, akkor az A pontnak érintője irányában ható 
(gsina) erő, az inga mozgását hozandja létre, hol « az élté­
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rési szögöt jelenti; és ezen szög sinusa, azon esetre, ha az 
csak kicsiny, e következő hányados által fog adatni :
. A B  x 
8mn'~ O B ~  T ’
ha t. i. BA tér aj-nek, és az inga hossza l-nek neveztetik. 
Ennek folytán , ha a működő erőnek (gsina) kifejezésében 
sma-nak a megtalált értékét írjuk , cp részére e következő 
egyenletet fogjuk kapni :
qx
* = * T >
s ezt a fent előhozott qp=rmx kifejezéssel összehasonlítván 
látjuk, hogy m—j> mely értéket az előbbi szám (b) alatti
egyenletébe tévén, az inga lengési idejére nézve e következő 
ismert értéket nyerjük :
t=Vt
miből egyszersmind látjuk, hogy az előterjesztett elmélet, az 
inga lengési idejének a legegyszerűbb meghatározási módja.
7.) (A lengő pont sebességeinek és szakainak a 
meghatározása.) Vegyük fel e végre, hogy m tömegű anyagi 
pont O-tól kezdve (16-dik idom), oly sebességgel tétetik moz-
(16-dik idom.)
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gásba OB irányban, hogy az képes legyen lassított mozgás­
sal -ß-ig haladni; továbbá legyen t azon idő, mely OD— s 
térnek hátrahagyására kívántatik, és v legyen a mozgó pont­
nak Z)-beni sebessége; akkor Dn=ds lesz azon végtelen kis 
tér, mely dt idő alatt fog hátra hagyatni, maga a v sebesség 
pedig dv fogyást fog szenvedni, úgy hogy a mozgó test n 
pontbani sebessége v —dv által képviselendő ; végre a dt idő 
alatt leírt tér lesz ds— vdt. Ha azon mozgó erő, melylyel a 
mozgó pont Z)-ben bír, qp-vel jegyeztetik, akkor az előbbiek sze­
rint lesz q p = m ^ ; mivel pedig ugyanazon erő aránylagos
az OZfe=s térrel, azt még így is szabad lesz kifejezni :
(fzzzmks,
hol k egy meghatározandó tényező, s így áll :
dv , dv .m —=mk.s, avagy : — ,
mely egyenletet ás-el szorozván, lesz :
ds.dv . . . . . .  ás .
= f c s d s ; mivel pedig > l e sz  megdt
vdvvdv=k.sds, miből : — =r sás, (1)rC
mit így is írhatni
vdv . — —sás ,
V  kV k
ez egyenletből pedig c következő arányt kapjuk :
( 2) .
^ d v_ v
V k ~  v l '
Ez megíevén, húzassanak D és n pontokból a DL és nm füg­
gőlegesek, és csináltassék
T v v—dvDL=z~— es nm— — .
Vk Vk
s lesz :
Le— DL—nm— —=. •
Vk
Végre L és m pontokat összekötvén, és megjegyezvén, hogy 
Dn—em=:ds, szabad lesz a megtalált értékeket a fenebbi 
(2) arányba helyettesítni, mi által kapjuk : 
em ; Le—DL ; OD ,
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mely arány azt mondja, hogy az ODL és Lem háromszögök­
ben, ugyanazon szögöt bezáró oldalak arányosak, ezen három­
szögöknek tehát hasonlóknak kell lenni, s így áll :
DLO szög = em L , és DŐL szög — mLe ; 
mivel továbbá
emL-\-eLm— 90 , és emL—OLD lesz OLD-\~eLm—90°, 
azaz : OL vonal Lm-re függőlegesen áll. Ha már most az 
OB tér bárhány és sok részekre osztatik, minden osztási pont­
ból pedig függőlegesek emelteinek , és ezen függőlegeseknek 
oly hosszúság adatik, melyet találjuk, ha a mozgó test minden 
pontbani sebessége V^k-\sA closztatik, s végre a megnyert 
pontokat összekötjük : akkor egy folytonos görbe vonalt fo­
gunk kapni, melynek az a nevezetes tulajdonsága van, hogy 
annak minden elemének kezdő pontját 0  ponttal összekötvén, 
ezen összeköttetési vonal, a kérdéses elem irányára függőle­
gesen áll, miből tehát világosan következik, hogy ezen görbe 
vonal nem más mint kör, még pedig azon kör, melynek su­
gara a lengési OB—a távolával ugyanaz.
Hogy az említett görbe vonal kör, abból is következik, 
hogy az elemek végpontjainak O-tóli távolai mind egyenlők, 
mit így lehet megmutatni : Legyen OL— x, és O m~x'} 
akkor áll :
x’,=OD’'+DL"=:s>-\- “ , és
®’’= 0 »’+m »5= (> + * )* +  ~ r / —,
kifejtvén ezen kifejezést, és azon tagokat, melyek ds nek és 
áu-nek négyzeteit foglalják magukban, elhanyagolván, kapjuk :
af2= s 2-j-2sds-f ,
ámde az előbbi 1) alatti egyenletből nyerjük :
minek helyettesítése adja :
x " - ’* + ¥ ’
mely kifejezést :r2-nek előbbi értékével összehasonlítván, lát­
juk, hogy a*2= a ;'2, tehát xzsx ' ; az L és m pontok tehát
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egyenlő O-tóli távollal bírnak, s mivel ugyanazt bármely 
más két pontról is be lehet bizonyítni, kétséget nem szenved, 
hogy a kérdéses görbe vonal kör.
8 .j Ha tehát OB= i sugárral kört Írunk le , és a pont 
mozgása B töl .4-felé jár : akkor AB  vonal különféle pontjai­
ból függőlegeseket húzván lefelé, ezen függőlegesek nyilván 
aránylagosak azon sebességekkel lesznek, melyekkel a moz' 
gó pont BA  vonalnak megfelelő pontjaiban bír. Azon függő­
legesek pedig, melyek AB  vonalnak különféle pontjaiból emel­
tetnek felfelé, a pont mozgásának sebességeit A-tól B felé 
fogják jellemezni. A mozgó pont sebességei tehát, egyenlő 0- 
tóli távolokban egyenlők is lesznek, csak hogy ellenkező irány­
nyal fognak bírni.
Mindezekből már világosan látjuk , hogy ezen mozgás 
törvényeinek a megismertetésére, okvctetlen két kifejezés 
kívántatik, melyek egyike a mozgó test bármely pont- 
bani sebességét, másika pedig azon O-tóli’távolt adja, mely 
tetszésszerinti t időnek megfelel, mely idő szakasz idejének is 
szokott neveztetni. E végre az OLD és Lem háromszögök ha­
sonlóságából következik :
Lm : em — OL : LD , avagy Lm : ds—a : — miből
V k
Lm——  • V  k, mivel pedig ds—vdt, tehát
—— dt, áll még Lm—adtV^k] 
ha végre CL ív =cpaf lesz Lm—ady, és az utolsó egyenlet 
még így is írható : ad(p=adtVrk, minek egészelése adja :
mivel pedig áll :
vODzzzs— asiny, és DL—acos*.p = - — ,
V k
<p-nek értékét ide helyettesítvén, lesz :
»—:usint E a;, és v— aVkcostVk-, 
és ha a mozgó pontnak O-bani sebessége = V , mely egy­
szersmind az itten előforduló sebességek maximuma, lesz
V -a = —- , tehát a V k — V, és az utolsó két egyenlet még igy is
V tC
fog állni ;
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$=z&sintVk, és i!— F.c ostV k.
Hogy még a k tényező is meghatároztassék legyen T  
egy egész lengésnek ideje, mely alatt tehát a mozgó test 5-től 
/4-ig és /1-tól megint 5-ig visszatér, vagy mely idő alatt a 
test helyzetének bármely pontjából, ugyanazon ponthoz visz- 
Tszatér; akkor — lesz nyilván azon idő, mely alatt OB— a tér 
hagyatik hátra, és mivel az ezen térhez tartozó ívqp=^ , állni
u
7t T  -fog szintén :- — — V k, miből :
T - —
W
következőleg
mely értéket a fenebbi két képletbe helyettesítvén, lesz
2 ntn  \ • 2 nt(1 .) s=asm— , és v=V.cos-
mely egyenletek azonban csak azon esetre állnak, ha a len­
gési időt azon pillanattól számítjuk, melyben a lengő test 0  
pontban fordul elő. Ha tehát a lengési időt netalán E  pontból 
akarnánk számítni, akkor D pontban fordulván elő a mozgó 
test, a megfelelő 5Z ,=90—<jp ívet számításba kell hozni, mi 
álfal az utolsó két képlet e következőbe megyen át :
/0  \ 2 ?rí . 2 nt(2.J . s=acos — , es u— Vsm— .
L n rj 1
Ha végre valamely phasisnak ideje ( Í + O  voh 
az utolsó két egyenletből kapjuk :
[na. akkor
es
miből látjuk, hogy a sebesség valamint a hátra hagyott tér is 
ugyanaz, de ellenkező iránnyal bír.
Ha a fenebbi (2) alatti egyenlet görbe vonal egyenleté­
nek vétetik, oly módon, hogy benne t a metszékeket, tehát s 
a rendezőket jelenti: akkor az ezen egyenlet szerint szerkesz­
tett görbe vonal rezgési görbének (Schwingungs Curve) mon­
datik, szerkesztése pedig e következő módon kieszközöltetik.
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Legyen AB  (17-dik idom) azon tér, melyet egy rezgő 
(17-dik idom.) ;
test ^4-tól B  felé és azután B -töl A felé hagy hátra, tehát 0  a 
test úgynevezett egyensúlyi helyzete; az előbbiek szerint a test 
az AEB  kör kerületét ugyanazon idő alatt futja át, mely idő 
alatt egy egész rezgés vitetik véghez, csQ,k hogy a körbeni 
mozgás egyenletes, a test rezgése pedig egyenlőtlen lesz; mert 
láttuk, hogy a rezgő test sebességei eC, fD , OE . . . , . függő­
legesekkel egyenes viszonyban vannak. Ha tehát AB-re füg­
gőleges OX húzatik, melynek a közép 0  ponton keresztül kell 
mennie, és a kör kerülete 12  egyenlő részre osztva képzelte-
Ttik : akkor ezen részek mindegyike — idő alatt fog átfutatni,
JL u
ha t. i. T  az egész rezgési időt jelenti. Feltévén most, hogy K  
a metszékek kezdő pontja, ha isT-tól X  felé 12 egyenlő KI,
12, 23, 34 .......... rész tétetik át, és most az említett képlet
szerint K i, K2, K3 . . . . metszékeknek megfelelő rendezői 
kiszámíttatnak, azoknak e következő sorát fogjuk kapni :
üT-ban KA=acosO
1- ben lú=acos30°
2 - ben 2c=acos60°
3- ban 3=^racos90°=í0
4- ben 4d—acosl20°
6 -ben 6e=acosl50° s így tovább ; 
akkor ezen függőlegesek végpontjait összekötvén, nyerni 
fogjuk az Abcdefg. . . . görbe vonalt, mely rezgési görbének 
mondatik. Még itt szükségképen megemlítendő, hogy a rezgő
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pont sebességeinek maximuma, melynek O pontban van he­
lye, a rezgés benségének mondatik.
9.) (A görbe vonalú mozgásnak alapképletei.) Kép­
zelvén azt, hogy valamely testre, vagyis inkább testnek súly­
pontjára két erő hat, melyek egyike pillanatnyi, másika pedig 
állandó, és bizonyos meghatározott álló pont felé van irá­
nyozva : akkor az első erőnek hatásánál fogva, a test bizonyos 
változatlan sebességet kap, melynél fogva az egyenes vonal- 
szerint végtelenig is haladna, ha a második állandó erő nem 
volna, mely szögöt képezvén az első erővel, a mozgó pontot 
egyenes irányától folyvást elvonja, s így a mozgó pontot 
kényszeríti görbe vonal leírására, mely görbe vonal szükség­
képen sík görbe vonal lesz, minthogy mind a két erőnek ha­
tása egy ugyanazon síkon történik.
Egy ilyen pont mozgási szabályainak a meghatározá­
sára, legyen 0  azon nevezetes pont (18-dik idom), mely felé
(18-dik idom.)
folyvást törekszik az állandó erőnek iránya, n a mozgó pont, 
és OX és OY azon épszögü tengelyrendszer, melyre az n 
pontnak fekvését vonatkoztatjuk; lesz nyilván O egyszersmind 
az összrendezők kezdő-pontja; s már könnyű belátni, hogy 
ha az állandó vonzó erőnek irányát nO, magát az erőt pedig 
vonal által képviseljük, akkor ezen erő mindig, a fel­
vett tengelyek szerint két mellék erőre bontható, melyek
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egyike =qicona, másika pedig qsinn, hol a azon szöget je­
lenti, melyet az On=r vezérsugár az OX tengelylyel képez.
Továbbá az n pontnak összrendezöit x  és y által jelöl­
vén; minthogy x és y egyszersmind azon utak is, melyek OX 
és OY tengelyek szerint bizonyos t idő alatt hagyatnak hátra, 
az előbbiek folytán azon erők, melyek ezen tengelyek szerint
hatnak , —  és kifejezések által fognak adatni, s így e
következő egyenleteket kapjuk :
d*x
dF*=(fC0Sn’
, d*yes - j ^ = p s m a }
mely kifejezések, ha bennök qp bármiféle módon adva van, és 
t időt kiküszöböljük, a leírt görbe vonal egyenletének a meg­
határozására szolgálnak, minthogy úgy, egy x és y összren- 
dezők közötti egyenletet fogunk kapni, mely nem egyéb, mint 
a görbe vonal keresett egyenlete.
Hogy ezen egyenleteket egy pár „különleges esetre al­
kalmazzuk, tegyük fel először, hogy a mozgó pontra semmi 
állandó erő nem hat, akkor lesz <p=0 , tehát
d*x es p =0df‘
melyekből első egészelés által kapjuk :
dx di/ .—z=ra, és ~ —b , s innen : dt 1 dt ’
dx—adt} és dy— bdt, következőleg
x— at-\-c, és y—bt-\~k,
hol c és k a második egészelésnek állandói. Ha ezen egyen­
letekből t időt eltávolítjuk, lesz :
x —c . , .. b(x—c)----- , tehát : iv=-a ’ *
_bx. ak—be
^ a ‘ a '
mely egyenletben ha rövidség okáért
■be
-k, avagy :
b . , ak— A. és —  a a = B  tétetik, áll :
y ^ A x + B ,
mely egyenlet nyilván egyenes vonalhoz tartozik, a kérdéses
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pont tehát egyenes vonalon fog mozogni, mint az magától 
értetődik, ha az állandó erő nem hat reá.
Tegyük fel másodszor, hogy azon út meghatározandó, 
melyet egy ferdén hajított test fog leírni. Ha ezen feladat­
nak a megfejtésére, egy fekmentes vonal metszéki, egy füg­
gőleges vonal pedig rendezői tengelynek vétetik : akkor vilá­
gos , hogy a metszéki tengely szerint semmi állandó erő nem 
hat, a rendezői tengely szerint pedig, az állandó nehézségi 
erő, de nemleges irányban működik, mely körülmény e kö­
vetkező két egyenletre vezet :
í ? - 0dt2 ’ és
d°y
mely egyenletek első egészelése ezt adja :
dx
dt —a , és ^ — gt+ b,
ezekből továbbá következik :
dxz=zadt, és dy— — gtdt-\-bdt, 
és a második egészelés végbevitele után :
x=at-\-n, és y—bt—— ,
hol az n és m állandók elenyészők, ha azt teszszük fel, hogy a 
mozgás az összrendezők kezdőpontjában kezdődik, s így rö­
videbben áll :
x=zat, és y^sbt— -gt*.
Még hátra van í-nek az eltávolítása, mi végre áll :
x
<=“ » a
mely érték helyettesítése ezt adja :
a bx
k ) ........... y~ ~
s ez a görbe vonal keresett egyenlete , mely, mint látjuk, a 
hajtalékhoz tartozik; a ferdén hajított test tehát, ha a lég el- 
lentállása tekintetbe nem vétetik,hajtalékot irand le. Mível azon­
ban ezen utolsó egyenletnek nincs hasonlósága a közönséges 
hajtalék egyenletével, minek oka a tengelyek fekvésében ke­
resendő : jó lesz az ezen egyenletben előforduló összrendező- 
ket átalakítni úgy, hogy az új metszéki tengely, a görbe
gx*
2a*f
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vonal legmagasabb pontján azaz csúcsán menjen keresztül 
mi végre legyen ACB (19-dik idom) a hajított test pályája,
(19-dik idom.)
tehát AB  és Ap azon tengelyek, melyekre nézve a fenebbi 
egyenlet áll; CD és Cp pedig legyenek az új tengelyek, me­
lyekre az átalakítás történendő, s melyek a görbe vonal C 
csúcsán mennek keresztül; akkor egy tetszésszerinti n pontot 
vevén föl, lesz Cm=x' és mn=.y‘, mint az n pontnak új összren- 
dezöi. Feltévén most, hogy a ferdén hajított testnek kezdő 
sebessége = m, azon szög pedig, melyet a hajítási irány a lát- 
körrel képez — a , akkor u sebesség mindig két mellék sebes­
ségre bontható, melyek egyike fekmentes mucosa másika 
függőleges z^zusina—c , s ezeknek folytán a test függőleges 
sebessége t idő után v=c-—gt, és ugyanazon időnek meg­
felelő fekmentes út x— at. Ha már most ezen időt akar- 
nók meghatározni, mely alatt a hajított test pályájának leg­
magasabb pontját éri e l, akkor e pontbanu= Olevén, áll :
c—g£:=:0,tehát : te=-. Ezek meglevén, legyen Dm—y mint
AD — X metszéknek megfelelő rendező, lesz DC^zzy-\-x‘ azon 
magasság, mely a függőleges c sebességnek megfelel, áll 
tehát:
=AD-\-y‘1 AD pedig a hajítási távolság lévén, nyilván -•« 
kifejezés által adandó, s így áll :
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Továbbá az n ponthoz tartozó metazék
466 Fe l s ő b b  m e n n y is é g t a n .
, I acx= y
9
Ha már most cc-nek és y-nak megtalált értékeit a fenebbi a) 
alatti egyenletbe helyettesítjük, lesz :
c2 ex ' , ac^\ q f  , ac\ 2
Y g ~ X =  » V +  j ) ~ t A . y +  '
honnan a kijelentett mütételek végbevitele után kapjuk :
C1  —X‘— cjL-l- 91i ‘_  cl l — c_!_
2g a g 2a- a 2g }
miből a kellő rövidítések megtörténtével lesz :
, gy"1 , . 2 a2 ,— — sebből y -=  —  x ,2a2 g
mely egyenlet nyilván azon hajtalékhoz tartozik , melynek 
góczhúrja = ^ - .
10.) (A térbeni mozgás általános egyelete.) Ha va­
lamely pontot a térben mozogni képzelünk, ezen pontnak a 
fekvése tehát egy három tengelyű OX, OY és OZ rendszerre 
vonatkozik, akkor itt e következő kérdés megfejtése merül 
föl : Ha a mozgó A pontra (20-dik idom) az említett három
(2 0 -dik idom.)
engely szerint ugyanannyi erő hat, és pedig X  erő OX sze­
rint, Y  erő OY szerint és Z  erő OZ szerint, annak valódi 
n pontbani sebességét meghatározni. Vegyük föl e végre, 
hogy az A pont bizonyos t idő alatt An=s utat ír le; ha ezen 
pontnak a mozgása még végtelen kis dt idő alatt tart, akkor
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ez alatt a végtelen kis nm=ds tér azon sebességgel fog le­
íratni, mely ly el az n pontban bírt. Ha a mozgó pontnak n 
pontbani összrendezői x, y és z által jegyeztetnek, akkor dx, 
dy és dz mennyiségek, azon végtelen kis téglánynak a mére­
tei lesznek, melynek átlója nm—ds által képviseltetik, mint­
hogy dx, dy és dz mennyiségek nem egyebet, mint ds-nek a 
vetületeit a három tengelyre állítják elő. Mindezekből egy­
szersmind következik, hogy midőn a kérdéses pont bizonyos 
irányban ds utat ír le, az nyilván dx utat OX tengely szerint^ 
dy útat O Y tengely szerint, és dz utat OZtengely szerint hagy 
hátra, a pont e három iránybani sebessége tehát :
dzés — kifejezések által fog adatni.
Magok az X , Y  és Z  erők pedig a második szám 3) alatti 
egyenlet e szerint, e következő kifejezések által fognak adatni:
Ezen egyenlet bal részének a számlálóját figyelmesen megte­
kintvén , könnyű belátni, hogy az nem egyéb, mint a 
(díc2-j-cfo/2-J-dz2) összeg külzeléke; 
mivel pedig tudjuk, hogy áll :
dx<i-\-dy--^dz-—ds<1:
az utóbbi egyenlet nyilván még így is írható :
d- C S )  = ^ xd x+  Ydy+ Zdz), 
mely egyenlet egészelése által kapjuk :
^= 2 Í(X d x+ Y d y+ Z d z)+ C -,
ds «ámde tudjuk, hogy - j  hányados nem egyéb, mint a mozgó
ctt
pont sebessége, melyet v-nek nevezvén, áll :
30*
mely egyenletek elsejét 2 c?cc-el, a másikát 2dy-al, és a harma- 
dikát 2 áz-vel szorozván, és a kijövő eredményeket összead­
ván, lesz :
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(m)....... i?2= 2 l (Xdx+ Ydy + Zdz)+ (C>
mely egyenlet segítségével (ha csak annak egészelése lehet­
séges) mindig meghatározható azon sebesség, melylyel a 
mozgó pont ott bír, a hol annak összrendezői x , y és z által 
vannak kifejezve. Ezen egyenlet egészelése által nyilván e 
következő eredményre kell jutnunk : 
v*=f(x,y, z)+C,
ez pedig nyilván nem lehet egyéb, mint a mozgó pont pályá­
jának az egyenlete. C állandónak a meghatározására az kí­
vántatik, hogy a mozgó pontnak valamely pontbani sebessége 
ismeretes legyen, mely sebesség F-vel jegyeztetvén, lesz : 
V*=f(a,b,c)+C,
ha t. i. a pont összrendezői azon pontban , melyben az F  se­
bességgel bír, a, b és c által jegyeztetnek, következik tehát: 
C = V * -f(a ,b ,c )f
mely értéknek a helyettesítése ezt adja :
v2— V>l—f(x , y, z)—f(a, b, c).
Lássuk most egy olyféle esetnek a tárgyalását, melyben 
a fen talált m) alatti egyenlet egészelhető.
11.) (A felületek elve) A fen említett m) alatti egyen­
let mindig egészelhető azon esetre, ha a mozgó pont egy oly­
féle vonzó erőnek van kitéve, melynek törekvése folyvást bi­
zonyos álló pont felé van irányozva, mert ez esetben min­
den a mozgó pontra ható erőknek az eredője e ponton megy 
keresztül.
Legyen e végre M a mozgó pont (21-dik idom), ZMX 
a pályájának egy része, és 0  az említett álló pont, mely felé 
az M pont állandóan húzatik; lesz OM—r annak vezérsu* 
gara, és egyszersmind azon három erő eredőjének az iránya, 
melyek OX, OY és OZ tengelyek szerint hatnak, Legyenek 
továbbá a, ß és y azon szögök , melyeket az OM vezérsugár, 
tehát az R  eredő is a felvett három tengelylyel képez ; akkor 
szabad lesz az R eredőt tetszésszerinti OL vonallal képvisel­
tetni, és az X, Y  és Z  erők az ismert okból e következő egyen­
letek által fognak adatni :
X=Rcosa, Y=sRcosß, és Z^=:Rcosy.
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(2 1 -dik idom.)
Feltévén most, hogy On— x, n q = y  és M q ^ z  az M  pont össz- 
rendezöi, akkor hasonló módon áll szintén :
x— rcosa, y^zrcosß és z—rcosy, 
mely egyenletek osztásából kapjuk :
x cosa „ y __cosß , z __cosy
y cosß ’ z cosy x cosa ’
a fent előhozott három egyenletből pedig ezt nyerjük :
X  ccsa Y  cosß , Z cosy
Y ~ ^ 7 ß ’ z~ acosy X  cosa 
mely egyenletek két rendszerének összehasonlításából ered: 
X_.x_ Y _ y  Z _ z  
r ~ y >  Z ~ z  é8 X '~ x í 
honnan e következő egyenleteket származtatjuk :
yX—xY=zO, z Y—yZ—  0 és xZ—zX = 0, 
mely egyenletekben ha X, Y  és Z  helyébe az előbbi számban 
megtalált értékeket tesszük, állni fog :
(Px d*y . d*y d^z 
y * r —•xj 7í = 0 ’ z j £ —ydt2
d*z
dt2
d*x . 
— = 0 ,
dt2= 0  és
dt2 " át*
mely egyenletek elseje így is írható :
dlx d^y _?/—----- x-~ -—0 ;J dt dt
ezt pedig í szerint egészelvén, lesz :
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avagy :
Hasonlóképen járván el a többi két egyenlettel is, e követ­
kező három kifejezésre jutunk :
ydx—xdy—Cdt, zdy—ydz=C'dt, és 
xdz—zdx= C "dt;
mely egyenletek elsejét 2-vel, a másikát cc-el és a harmadikát 
y-al szorozván, s azután Összeadván, kapjuk :
0=.(Cz-\-C'x-\-C“y)d t, avagy : 
Cz-\-C'x-\-C"y=Q;
s ezen nevezetes egyenlet, mint a felsőbb mértanból tudva 
van, egy a térben fekvő síknak felel meg, mely sík az álló 
0  ponton megy keresztül; honnan tehát világosan követkéz, 
tethetjük, hogy a kérdéses pont mindig egy sík görbe vona­
lán mozog, mely síkot ha az X Y  síkba helyezzük, lesz 
Z = z= 0 , és a feladatnak megfejtése csak e következő egyen­
letnek egészeié sétöl fog függni :
ydx—xdy— Cdt, következőleg
1 .) ydx—j"xdy=Ct-\-c‘ ;
a mi az ydx kifejezést illeti, erről tudjuk, hogy ez egy görbe 
vonal által bezárt területnek a külzel éke , mely terület ha az 
a? = 0  és x~ O A  (22-dik idom) metszékek között vétetik, ak­
kor az I í/cZ« kifejezés az OAMB területet fogja képviselni;
f2 2 -dik idom.)
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mely területből az O M A ~ ~  területet kivonván, az OMB ki­
vágásnak a területét fogjuk nyerni, s állni fog :
OMB kivágás =  
mely egyenlet külzelése által ezt kapjuk :
d.(OMB k i v á g á s ) = ^ = ^ ,
s ezen eg yenletnek új egészelése által ered :
2(OMB kivágás) =  ydx— xdy,
ezt pedig az előbbi 1) alatti egyenlettel összehasonlítván, lesz : 
2{OMB kivágás)= Ct-\-C' ;
ha pedig t= 0  értékre nézve a kivágás területe is elenyésző 
volna, akkor C' ~ 0  miatt áll még :
2(OMB kivágásJ=CV, 
végre C állandót 2 A val feleserélvén, lesz-:
(OMB kivágás)=.4i;
mely nevezetes eredményből láthatni, hogy valahányszor egy 
álló pont felé vont test, görbe vonalt ír le, akkor az általa 
leirt OMB kivágásnak a területe a mozgási idővel mindig 
egyenes viszonyban áll, mely nevezetes tulajdonság a terüle­
tek elvének szokott neveztetni. Ez elvben a híres Kepler 
szabályainak egyike is foglaltatik, mely szerint a nap körül 
mozgó égitestek vezérsugarai szintén az időkkel aránylagos 
területeket súrolnak, hogy pedig ezen testek mind a nap kö­
zéppontja felé huzatnak, mindenki előtt ismeretes tény.
ydx—xy
<■
A BOLYGÓK KERÜLÉKENI MOZGÁSÁNAK 
ÁLTALÁNOS ELMÉLETE.
12.) Ezen nagy érdekű feladványnak a megfejtése két­
féle szempontból felfogható, még pedig (1-ször) ha feltesszük, 
hogy az említett mozgás szabályai adatnak, s ennek folytán
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meghatározandó volna azon erő, mely szükséges ilyen moz­
gás létre hozására; vagy 2 -szor adva van azon erő, mely 
által a bolygó pályájában megtartatik, meghatározandók a 
mozgás szabályai.
Itten helyesebbnek kell tartani azon feloldási módot, 
mely szerint a mozgás szabályai adatnak, és meghatározandó 
azon erő, mely ezen mozgás létre-hozására kívántatik, annál 
inkább, minthogy ismeretes előttünk, hogy a bolygók mozgási 
szabályai már a 16 dik században Kepler János híres csillagász 
által fel valának fedezve; ezen szabályok e következők :
I. ) A bolygók sík görbe vonalokat írnak le a nap körül, 
és a vezér sugarak az időkkel aránylagos felületeket súrolnak.
II. ) A bolygók pályái kerülékek, melyeknek egyik gyu- 
pontjában van a nap.
III. ) A keringési idők négyzetei úgy vannak egymás­
hoz, mint a nagyobb fél-tengelyek köbei. Ez egyszersmind a 
legfontosabb szabály.
13.) Ismervén így a bolygók mozgási szabályait, 
legyen A B BE  (23-dik idom) azon korülék, melyet va-
(23-dik idom.)
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lamely bolygó ír le a nap körül, 0  pedig legyen azon pont, 
melyben a nap vagyis inkább a nap súlypontja van, egy tet­
szésszerinti m pontban pedig a bolygó súlypontja képzelendő ; 
akkor Om=r egyenes a bolygó m pontbani vezérsugarának 
tekintendő, melynek iránya azon erőnek irányával esik össze- 
melylyel a nap a bolygóra hat, s mely által az megtartatik 
pályájában.
Továbbá az OXés OY} épszög alatt egymást metsző egye­
nesek , azon tengelyrendszert terjeszszék elő, melyre a boly­
gó súlypontjának fekvése vonatkozik, minek folytán az On=x 
és m n = y  vonalak, a bolygó súlypontjának Összrendezői lesz­
nek. Az mOX=.v szög nyilván az, melyet a vezersugár a 
metszéki tengelylyel képez; azon szög pedig, melyet a kei ü- 
lék nagyobbik tengelye a metszéki tengelylyel képez, w-nak 
neveztessék. Végre az elemző mértan alapelveiböl ismeretes 
előttünk, hogy OC=ae a kerülék külpontisága, ha t. i. a fél 
nagyobbik tengely CA=a, következőleg a. bolygó legkisebb 
naptóli távola lesz OA=a—ae=sz'j(l—e) mely távol napkö­
zeiének is szokott hivatni (Perihelium), s így egyszersmind 
látjuk, hogy OB=a-\-ae=a(l~\-e) a bolygó naptóli legna­
gyobb távola, mely naptávolnak (Aphelium) is szokott nevez­
tetni ; mindezekből tehát világosan következik,hogy DO=CA 
a bolygó közép távolának nevezendő. Még megemlítendő, 
hogy mOX—v szög a bolygó hosszúságának mondatik , az 
OX tengely tehát az éjnapegyen pont felé, van irányozva, mi­
vel a hosszúságok az egen ezen pontból számíttatnak ; az w szög 
tehát az A pontnak hosszúságát terjeszti elő, az mOA=o—w 
szögöt illetőleg pedig, az nagy fontosságú a csillagászatban, 
és valódi rendhíjának (Anomália vera) neveztetik.
14.) Azon feltét alatt, hogy a bolygó qm útja t idő alatt 
hagyatott hátra, mely útnak tehát v szög felel meg, vegyük 
föl, hogy a bolygó mozgása még végtelen kis dt idő alatt tart, 
akkor v szög is dv külzelékével fog nőni, és az ezen idő alatt
6Úrolt uOm felület nyilván — -r^dv lesz; ha tehát c által
azon felületnek kettőzetét jelentjük, melyet a vezér sugár az 
idő egysége alatt súrol, akkor dt idő alatt nyilván cdt felület 
fog leíratni, és e következő egyenletnek kell állnia :
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1) r'idv=cdt) miből d t= -----.c
Feltévén továbbá, bogy R azon vonzó erő, mely mO 
irányban hatván, a bolygót pályájában megtartja, egyszers­
mind pedig ezen erőnek nagyságát mO vonal által képvisel­
vén, akkor ez nyilván OX és OY tengelyek szerint két mellék 
erőre bontható, melyek egyike mn—Rsinv, másika pedig 
=Ov=:Rcosv) mely egyenletekből czélszerü lesz a három- 
szögtani függvények kiküszöbölése, mi végre az Omn három­
szögből ezt kapjuk :
y . xsinv=- , es cosv— - , r r
mely két érték helyett esítése által, e következő két, az m 
pont összrendezői szerint ható erő áll elő :
mnz ú t O n=- R, r
látjuk azonban, hogy ezen két erő, minthogy mO és nO irány­
ban hatnak, m pontnak összrendezöit kisebbitni törekszenek. 
Ha tehát ezen erők mértékét számításba hozni akarnók oly 
módon, mint a 3-dik szám 3.) alatti egyenlet tanítja, akkor e 
következő két egyenlet áll elő :
2)
d-x  ^ íc
dt'1 r ' és 3) f í -a )  d -R r>
mely egyenletek elsejét 2dx-e\, másikát 2dy-a\ szorozván, e 
következő eredményre jutunk :
2dxd'1x . 2 dydúy 22 _ . . _ . N
~ W  +  ~ Í T =  -  -(^dx+2ydy),
ha t. i. a mondott szorzás megtörténte után az egyenletek 
összeadatnak. Ezen egyenlet, könnyebb egészelése végett, még 
így is írható :
d (äP+d(ID= -
Mivel továbbá az Omn háromszögből nyerjük :
* '-j-7/ '= rrI, következőleg 2xdx-\-2ydy— 2 rdrf 
ennek helyettesítése által az előbbi egyenlet e következőbe 
nipgy át :
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s ezen egyenlet egészelése által ezt kapjuk 
dx"-\-dy-
4) dtr- :6 — 2  \  Hdr,
hol b az egészelésnek tetszéss zerinti állandója, mely,mint ké­
sőbb látni fogjuk, nagy fontosságú.
Hogy az előttünk álló egyenletből Ä-nek értékét meg 
lehessen találni, okvetetlen szükséges lesz, hogy ezen egyen­
let bal része szintén sark-összrcndezök által fejeztessék ki, mi 
végre nyilván áll :
x~rcosv, és y=rsinv, 
s ezen egyenletek külzelése által ezt kapjuk : 
dx—drcosv—rdvsinv, és 
dy—drsinv~\-rdvcosv, következőleg : 
dx^— dr^co^v—2rdrdvsinvcosv-\-r'1do'lsin<ivi és 
dy2=dr-siniv-\-2rdrdvsin ccos v-^-r^dv "cos - v, 
ezen két egyenlet összeadása által pedig ered : 
dx*-\-dy-=dr"-\-ridv'im-,
s ha ezt, és dinek az 1) alatti egyenletből vett értéket a 
fenebbi 4) alatti egyenletbe helyettesítjük, lesz :
5; c2 dr2 c- (*^  dvlJrV n~ h~ ^ \ Rdr.
Ezen egyenlet további tárgyalására szükséges lesz, a kcriilék 
sark-egyenletét tekintetbe venni, mi végre az elemző mértan- 
ból tudjuk, hogy a kerülék sarkegyenlete :
e2)
1 -f- ecoscp ’
hol <p azon szög, melyet a vezér sugár a sark-tengelylycl ké­
pez , mely a kerülék nagyobbik tengelyével Összeesik ; ese­
tünkben azonban, mint az idomból látjuk, ezen szög 
(v—w) különbség által fejeztetik ki, s így az általunk hasz­
nálandó sark-egyenlet ez lesz :
7-_ «(I —«")
1 —w) ’
melynek megfordított értéke így eijeszthető elő :
r 1 1-{-ecos(>'—id)
^  r~~ a{ 1—e2) 5
s ennek külzelése által kapjuk ;
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dr _esin(v—vi)
^ d v ~  a( 1—e2) 7
mely egyenletet négyzetre emelvén, kapjuk :
_ dr2  e*sina(v—iü)
r^dv- a2(l — e2) 2 7
éshaasőm s négyzete helyébe az ismert érték tétetik, ezen 
egyenlet e következőbe megyen át :
Q N dr2 _ e2 élcos'1{v—tv)
r*dvl ad(\ — e2) 2 ~o2( l—e° )2 '
A fenebbi 6 ) alatti egyenletből könnyű módon ezt nyerjük
ecos(v—w)=-— —— — 1 , következőleg
, o/ s 1 2 0 (1-« * ) ,  fl’íl-a*)*e2cos2(v—w )= l----- ------- H------- ----- >x ' * y*'l '
honnan ezt találjuk :
eqcos*(v— w)_1 2 . 1
~a\ 1 —e2) 2 ~  í7~  ra (l—e2) “7  «2(1—e2) 2 ’ 
ezen értéket pedig, ha a 7) alatti egyenletbe helyettesítjük, e 
következő eredményre jutunk :
ár2 __ e2 1 2  1
7 W ~ "  a2r i—e2)2~  r 2“* ro (l—e2)“  a 2( l—e2)2’
Végre ha ezen egyenletnek mind két részét c2-vel szorozzuk, 
és a nyert eredményt az 5) alatti egyenletbe helyette­
sítjük, lesz :
2c‘ C'  — b—g fß d r,ra(l — e2) a2( l—e2)
mely egyenlet figyelmes megtekintéséből látjuk, hogy benne 
csak r fordúlelő mint változó mennyiség, ezen egyenlet kül- 
zelése által tehát, e következő nevezetes eredményre jutunk :
— ° f r -.= R dr  , honnan : R= —«7:----t* ,ar2( l—e2) ’ a r \  1—e2)
és ha rövidség okáért tétetik :
a( 1—e2) , lesz még :
8 ) * = & .
mely egyenlet nyilván azt mondja, hogy az R  erő, a bolygó
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naptóli távolságának négyzetével fordított viszonyban áll, ezen 
egyenlet által tehát világosan fejeztetik ki azon törvény, mely 
szerint a bolygókra hat a nap vonzó ereje, azon bolygó tehát, 
melynek a naptóli távola 2-szer vagy 3-szor nagyobb, 4-szer 
vagy 9-szer kisebb vonzó erőnek van kitéve; azért is az 
úgynevezett külső bolygók sokkal kisebb sebességgel mozog­
nak mint a belsők, mi a keringési időből könnyen meg lehet 
magyarázni. A mi a fenebbi egyenletben előforduló ft-nek 
értékét illeti, ennek meghatározására csak ? = 1  teendő, mi 
által lesz R=ju, azaz u nem egyéb, mint az egységül vett távol­
ságnak megfelelő vonzó erő, mely tehát minden bolygóra 
nézve állandó.
15.) Az eddig előadottak segítségével igen könnyű lesz, 
a híres Kepler harmadik és legfontosabb szabályának a le- 
hozása; legyen t. i. T  valamely bolygónak egész keringési 
ideje, akkor a fenebbi számításokban behozott c-nek értékét 
tekintetbe vevén, lesz cTazon területnek kettözete, melyet a 
bolygó egy keringés alatt súrolt; mivel pedig a súrolt felület 
kerülék, melynek felülete, mint tudjuk, ^znab, (hol a és b a 
fél tengelyeket jelenti) állnia kell e következő egyenletnek: 
cT— 2nab; mivel pedig a2e2= a 2—ó2, tehát: 
b—a V  1—e2, ennek helyettesítése folytán lesz :
2na^1^ 1—e2cT— 2na<l\ ^ l —e2, miből T
az előbbiekben pedig találtuk :
_  c2 
 ^ a ( l—e2) ’
mely egyenletben c-nek imént megtalált értékét helyettesítvén, 
nyeri ük :
_ 4ir2a3 _
J r2 j
ha pedig más valamely bolygó pályájának fél nagyobbik 
tengelye a'-el, és a keringési ideje T'-e 1 jegyeztetik, akkor 
részére egy hasonló és pedig következő egyenlet áll :
,_47za' 3
^ >
az elörebocsátottak szerint pedig kell hogy ia= ix' legyen, áll 
tehát szintén :
478 Fe l s Öb b  m e n n ít s é g t a íí .
4^ra3 4na'3 a 3 a ' 3
' ij'i y /4 > avagy ' yä y  2 > ^íbol .
a3y/2-_a' 3y 2  ^ következőleg 
T2 : T'v= a 3 : a '3,
mely nevezetes arányzatban nem egyebet látun k , mint a 
Kepler harmadik szabályát; mely szerint a keringési idők 
négyzetei úgy vannak egymáshoz, mint a nagyobbik félten­
gelyek köbei; egyszersmind pedig látjuk , mily könnyű mó­
don hozatott le ezen szabály az előrebocsátott általános el­
méletből.
16.) (A. feladat megfordított feloldása.) Ezen megfor­
dított feloldásnál a feladatot e következőképen kell formu- 
lázni ; Adva van azon vonzó erő, mely által a bolygó meg- 
tartatik pályájában, meghatározandó 1-ször) azon görbe vonal, 
melyet az a nap körül le ír, és 2 -szor) meghatározandók a 
mozgás törvényei.
Legyen tehát R==f~; az adott vonzó erő, mely képes a
bolygót pályájában megtartani; hol y állandó s egyszersmind 
ismert mennyiség ; akkor i?-nek ezen értéke a 14)-dik szám 
4) alatti egyenletében heljmttesíttetvén, lesz :
dx--\-dyq
dt- :b—2 jU
Cdry r
minthogy pedig az előrebocsátottak szerint áll : 
dx^-ydy'—dr'-yr-dv", 
az előbbi egyenlet még így is lesz írható :
(n)
dr--\-r-dv2 . r 2 u
------ V—--------\-b ------ - = 0 .dt- 1 r
Ebből az egyenletből még szükséges lesz dt-nek a kiküszö­
bölése, mi végre az előbbiekben találtuk :
mely érték helyettesítése ezt adja :
^ dr<1 ■ £: j _ t (
r idv'i
- f - í= 0 ,
melyben tétetvén, lesz :
a l k a l m a z á s . 479
ÓjTdz— -----— , tehát : dr=z—rn-dz és dr-— r*dz-
miknek helyettesítése által ezt kapjuk :
r-d z
-^+ c°-zo— 2fiz-\-b= 0dv-
mely kifejezés nyilván nem egyéb, mint a kérdéses görbe vo­
nal külzeléki egyenlete: hogy tehát maga a görbe vonal ha- 
tároztassék meg, az előttünk álló egyenlet egészelendö lesz, 
mi végre a fenebbi egyenletből nyerjük :
^ _ edz
~ ó —e V1’
mielőtt azonban eunek egészelését véghez vinni lehetne, 
a z-vel ellátott tag kiküszöbölendő lesz, mi végre az ismert
szabály szerint tétessék : zzzzu-j-^  , akkor könnyű mütéte-
lek végbevitele után ezt kapjuk :
c°-dz
dv: V ^ —bc°-
1 / ,  (  S
mely kifejezés még így is írható :
c^dz
dv — V  U2—be?
mely kifejezést helyettesítés által egészelvén, e következő 
eredményre jutunk :
[i — c-zv=zw-\-arc.cos-
V " b c ° -  *
hol w az egészelésnek tetszésszerinti állandója. Ezen egyen 
létből ered :
v—lo—arc.cos 
s ennek folytán :
cos(v—id) —
iu—c-z 
\Tiu-— be- ’
H—c<2z
V  be
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mely egyenletből ezt kapjuk :
c-2 —a— V  f*2—bc*cos(y—io)\
mivel továbbá az egyenletben w szög tetszésünktől függ, azt 
mindig úgy lehet választani, hogy az utolsó tag tevőleges le­
gyen, és az egyenlet így álljon :
fi-—bc^cos^v — tv) ,
ez egyenletben pedig z  helyébe -  értéket visszahelyezvén , 
lesz :
9) cq=fir-\-rV^ fi* — bc*.cos(y—w).
Ez egyenletben látjuk, hogy benne az r vezérsugár és a 
hozzá tartozó v  szög mint változó mennyiségek fordulnak 
elő, ez tehát nem lehet egyéb , mint a kérdéses görbe vonal 
egyenlete, melyet a bolygó a nap körül le ír. Hogy ezen 
egyenlet ismert alakban terjesztessék elő, következik 
belőle
c2
7'ZZZ--------------■ —■ -  ■ —--------------------------  j
n*—5c2.cos(a—w) 
mely egyenletet így is lehet írni :
V' bc-1— — ‘COs(v—w )
ebben pedig ha
I ,1 —-^-= e tétetik, lesz :
1 —e2= ~ - ,  következőleg — =  ~(1 —e3),fi fi b
s ezeket az utolsó egyenletbe helyettesítvén, lesz :
\- ] -e c o s (y—vj) ’
és tétetvén, lesz még :
1 -\-ecos(y—w ) 1
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mely már nagyon ismert alakú egyenlet, mert az elemző mér- 
tanból tudjuk, hogy ez a kúpszeletek egyikéhez tartozik, miből 
következik, hogy a bolygók, a nap körül mozogván, kúpsze­
leteket írnak le, mely kúpszeleteknél A mint fél nagyobbik 
tengely fordúl elő; s melyeknek külpontisága —e, még 
pedig, ha e < l  akkor kerülék, ha e > l  akkor mentelék, 
ha e = l  akkor hajtalék jö létre, melynek góczhúrja = 2  A ; 
mind ezek azonban, mint látjuk, csak b állandónak értékétől 
függnek, mert ha b= 0 , akkor áll 1—eq= 0, tehát e = l  , 
hogy pedig b tevőleges legyen, kell hogy e< 0  legyen, végre 
hogy e^>l legyen meg kívántatik, hogy b nemleges 
legyen. Magát a b állandót illetőleg pedig, az megint azon vi­
szonytól függ, mely viszonynak, a bolygó pályájának valamely 
pontbani sebessége, és a nap vonzó erejének hatása között, 
van helye, mint azt később meg fogjuk mutatni.
Ugyanazt épszögü összrendezök behozása által is meg 
lehet mutatni, és pedig e következő módon : Legyen OX' és 
OY' f23-dik idom) azon új tengelyrendszer, melyre az össz- 
rendezöket akarjuk vonatkoztatni ; akkor X O X —vo azon szög 
lesz, melyet az új metszéki tengely a régivel képez , az m 
pont összrendezői pedig, az új tengelyrendszerre vonatkozva 
legyenek x‘ és y ', akkor nyilván áll :
x'=rcos(v—w), és y‘—rsin(y—w), végre 
r= V r sc'2-j-y “1)
mely értékeket a 9) alatti egyenletbe helyettesítvén, lesz :
Y 2—5c<j7 miből 
fiV x ,q-\-y,q—c1-—x,Vr —be4; 
mely egyenletet négyzetre emelvén, lesz : 
y'ix 'q-\-yly ‘fl— c4—2c2x'l/r/u-—bc'1-\-fi1x ,(1—bc^x'1, avagy : 
ítY «4"icV «=c4—2cqx' V  Y —bcq, 
mely x ‘ és y' összrendezök közötti egyenlet nyilván vagy a 
kerülékhez, vagy a mentelékhez, vagy a hajtalékhoz tartozik, 
valamint t. i. a b állandó vagy tevőleges, vagy nemleges, vagy 
elenyésző; s így ebből is következtethetjük, hogy ha valamely 
bolygóra olyféle erő hat, melynek hatása a távolság négy. 
zetével fordított viszonyban áll, akkor a bolygó mindig kúp­
szeletet kénytelen leírni a nap körül.
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A fenebbi egyenletben előforduló h és c állandóktól függ 
tehát azon görbe vonal természete és méretei, melyet va­
lamely bolygó ír le a nap körül, magok ezen állandók pe­
dig megint azon nevezetes körülményektől fognak függni) 
melyek alatt a bolygó mozgása kezdődött pályájában, mely 
körülményeket most tekintetbe kell venni, hogy ezen állandók 
meg határoztassanak.
Vegyük fel e végre, hogy a mozgó test súlypontja l tá­
volsággal bírt a ható erő középpontjától, és hogy az a moz­
gás kezdetén V sebességgel volt ellátva; akkor ez esetben l—r 
lesz a hozzá tartozó vezérsugár, és
ds_ _ a n n a k  kezdö sebeggége
Legyen továbbá 0  azon szög, melyet a V sebesség iránya az 
r— l vezérsugárral képez ; akkor Orrv=l (24-dik idom) tévén, 
és mw=F vonal által a bolygó sebességét terjesztvén elő, ezen
(24-dik idom).
sebesség nyilván az mqnp egyenköz alakítása által két mel­
lék sebességre bontható, melyek egyike mp— VsinQ- a vezér­
sugárra merőlegesen áll, másika pedig mq=  FcosO a vezér­
sugár irányával összeesik, és erre nézve áll :
d- j ~  VcosO. dt
A mozgás kezdetére nézve tehát, e következő egyenleteknek 
kell állniok :
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es dr^-^-r-dv'1_dt* ~  v  ’
honnan dr°-dt-- = V 2cos~Q, mely értéket az előttünk álló utol­
só egyenletből kivonván, lesz : 
következőleg :
—— =  F2(l —c o s - O F 2sm20 , dt-
rdv 
. dt — Vsin 0 ,
és l-et tévén r helyébe, áll :
dv_Fsm0
dt l
cIt* ÓjT)Ha tehát a most megtalált értékeket, r, — és — helyébe tesz-
s z ü k  a 16)-dik szám n) alatti egyenletébe, akkor e követke­
ző eredményre fogunk jutni :
F2cos9O-f“F 2sw,0 = Y — b, honnan
m) F2= ^ —6, tehát F= F 2|" —ó, és — F2
mely egyenletből látjuk, hogy ó állandó a 0  szögtől nem függ, 
és ha F2< -y , akkor b tevőleges lévén, a bolygó kendéket
irand le a nap körül; ha pedig -y <  F2, akkor b állandó nem­
legessé válik, és a bolygó menteléket irand le a nap körül; 
végre ha F2=>y, akkor b állandó elenyészik, és a bolygó 
hajtalékban fog mozogni a nap körül.
Mivel továbbá mint később látni fogjuk, ezen ér­
téket tévén b helyébe, lesz :
r=l/2 |u iuT ~ a
s azonnal látjuk, hogy a kör-mozgásra nézve kell, hogy n ~ l  
legyen, minek folytán lesz :
31*
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V==^ / ^ a  ’ aVagJ V~ \ /
u
i ’
mely egyenlet azon feltétet foglalja magában, mely alatt a boly­
gó körben fog mozogni.
Minthogy továbbá az előbbiekben találtuk :
„dv
dt ’
dvha ide is r és — helyébe a fen talált értékek tétetnek, lesz :
c— VlsinQ, .
miből láthatni, bogy a második c állandó már 0  szögtől függ, 
tehát vele is változik, s így a pálya külpontisága is a szög­
től nem lesz független, mint azt a fen talált
. - V 1 -----— képletből világosan látjuk.í1
Végre az előbbiekben kaptuk : A ~ ^ } honnan következik,
hogy a bolygók pályáinak fél nagyobbik tengelyei is, csak az 
r, fi és V mennyiségektől függnek; a nagyobbik tengely min­
den bolygó pálya- elemei között az egyetlen egy válto­
zatlan mennyiség lévén.
17.) Minthogy az előbbiekből tudjuk, hogy a vezető su­
gár legkisebb a napközeiben, legnagyobb pedig a naptávol­
ban, a bolygó sebessége az első esetben lesz a legnagyobb, a 
második esetben pedig a legkisebb. Azon esetre tehát, ha 
valamely bolygó kerülékben mozog, melynek nagyobbik fél 
tengelye r—a, és keringési ideje akkor a később bekövet­
kezendő bebizonyítás szerint, kell hogy álljon :
4jt 2a3
,l~  ’
mivel pedig a vonzó fi erő egyenes viszonyban van a vonzó 
tömeggel, ha M és m által a nap és a bolygó tömegét jelentjük 
állni fo g szintén :
4 nza3
Ha pedig valamely más m' tömegű bolygó vétetik tekintetbe,
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melynek keringési ideje = t ' , akkor e következő egyenlet 
fog állüí :
, , 4  n ° -á 3
hol a' az új bolygó pályájának fél nagyobbik tengelye, akkor 
e következő arányzatra jutunk :
M+™ : M +m‘= £  :
mivel pedig a Kepler harmadik szabálya szerint kell, hogy
a ^legyen — , következik, hogy a bolygók tömegei a
naptömeg irányában elenyészők.
Ha a sebesség fen talált egyenletében :
V=\f T ~ a
H helyébe a fen kitett érték tétetik, akkor kapjuk :
mivel pedig a napközeire nézve l= a (l—e), a naptávolra néz­
ve pedig l=a( 1 —j—e) , lesz a bolygó legnagyob sebessége :
v J m\ Zt y  1 —e
a bolygó legkisebb sebessége pedig lesz :
mely képletekből egyszersmind világosan olvasható, hogy a 
bolygó sebessége a napközeiben annáljnagyobb, minél nagyobb 
pályájának a külpontisága; azért is az üstökösök, a napkö­
zeiben megjelenvén, roppant sebességgel mozognak, mivel 
nagy külpontiságu kerülékeket írnak le a nap körül.
Ezelőtt úgy találtuk, hogy :
4:71-a3
Ha m‘ azon mellék bolygó tömege, mely az m tömegű boly­
gó körül Tidő alatt egy keringést végez, s melynek pályájának
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nagyobbik fél tengelye = a ' , akkor hasonlóképen kell, hogy 
álljon :
4nsa'3
és az utolsó két egyenlet osztása által ezt kapjuk :
M-j-m_a3 ÜT2
a'3t- ’
s mivel m elhanyagolható M  irányában, és hasonló oknál 
fogva m‘ is elhanyagolható m irányában, állni fog még :
M_a3T-
m a' 3£2 1
mely nevezetes egyenlet segítségével könnyen meghatározha­
tó a nap tömege, valamely bolygó tömegéhez képest, ha an­
nak mellék bolygója van. 'Ezen képlet szerint könnyű módon 
azt találjuk, hogy a nap tömege több mint 350000-szer na­
gyobb a föld tömegénél.
I s.) Miután a csillagászok észleletei által m egál 1 api ta- 
tott, hogy a bolygók mind kerülékeket írnak le a nap körül, nem 
lesz érdektelen, itt még ezen kerüléki mozgást külön meg­
vizsgálni oly módon, hogy az r és v mennyiségek, melyektől 
a bolygó helye a pályájában különösen függ, t időnek függ 
vényében fejeztessenek ki. E végre az előbbiekben ezt ta­
láltuk :
r-do=?cdt} miből dv— ^ - .
mit a 16) szám n) alatti egyenletébe helyettesítvén, lesz :
dr<1Jc). ^—4—-— ---Uó=rO;dt* ‘ r 2 r ‘ ’
minthogy pedig az r mennyiség legkisebb vagy legnagyobb
drértéke akkor áll be, h a —= 0 , ezen értékek meghatározá­
sára ezen egyenlet fog szolgálni :
c2 2 M
6= 0 , avagy : c2—2 jar-f6r 2= 0 , vagyis :
2- f + r = o .0 0
Ha továbbá r-nek a legnagyobb és lekisebb értéke, mint eze­
lőtt, a(\-\-d) és a( 1—e) kifejezések által jegyeztetik, követke-
a l k a l m a z á s . 487
.. ■ - 2 ju r c2zik nyilván, hogy — ezen értékek összege, — pedig ezen ér­
tékek szorzata, áll tehát :
a(l-}_f0 -|- a ( l — avagy ^-=ra, honnan
b— 1; továbbá :a
1 —e2), miből c2= ^ a 2( l —e2) , 
és h helyett értékét téve, lesz :
c2= ^ a ( l  — e2), miből —~ a (  1— e'1) ;ju '
továbbá áll :
c?—5a2—óa2e2, s ebből 
c25a2e2= :ía 2—c2, tehát e2~ l —7—^,=ba
c'lh
következőleg
miből láthatni, hogy ha a és e mennyiségek észleletek által 
határoztatnak meg, h és c állandóknak értékei is kiszámít­
hatók.
Ha a megtalált értékeket a k) alatti egyenletbe helyet­
tesítjük, és az így nyert egyenletből áí-nek értéke kikereste­
tik, e következő egyenletet kapjuk ;
^ 2  ra—r 2—a2-j-a2e2
Hogy ezen egyenletet egészelni lehessen, azt először oksze­
rűvé kell tenni, mit e következő helyettesítés által elérünk : 
b) r— a—aecosu,
hol u egy változó szög, s hogy ezen helyettesítés igen helyes 
és czélszerü, következik abból, hogy ha w= 0  lesz r= a — ae, 
és ha «=180°, lesz r— a-j-ae, mint lenniök is kell,- az 
r vezérsugár tehát ezen kifejezés által kellőleg van adva, ha- 
gyan az u szögöt 0-tól kezdve 180°-ig számítjuk, Az utolsó 
egyenlet külzelése által ezt kapjuk :
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dr— aedusinu,
továbbá a gyök alatti mennyiség '•
a2e2—(r—a)2=:a2e2sm2M, következőleg
7 aV~a . .. .d t=  —— oím^ I —ecosu),
, . . aV^a 1 , .es ha itt — tétetik, lesz meg :V  fjL n s
ndt=du( 1—ecosu),
s ennek egészelése által ezt nyerjük : 
nt= u—esinu-\-C.
Ezen egyenletből u mennyiség t időnek függvényében lenne 
kifejezendő, minek megtörténte után, r is következnék a fe- 
nebbi b) alatti egyenletből, s ennek következtében v is megha­
tározható volna, a bolygó pályája egyenletének segítségével. 
De mivel ezen mütételek nem könnyen eszközölhetők, 
jobbnak tartjuk mindezeket más úton kikeresni, mely út 
e következő :t
Eszleletek által t. i. ismeretessé vált, hogy a bolygók 
pályáinak külpontiságai igen csekélyek, az e mennyiség te­
hát igen kicsiny törtszám, minek folytán lehetségessé válik , 
az w, r, és v mennyiségeket, e mennyiségnek növekedő hat­
ványai szerint haladó és igen összetartó sorba fejteni. Ha 
azonban abban megállapodunk, hogy e-nek második és ma- 
gasb hatványait érezhető hiba nélkül elhanyagolni lehetne, 
akkor u szögnek a behozása nem is szükséges, minthogy ez 
esetben az r és v mennyiségeket igen egyszerű és czélszerü 
módon lehet kifejteni, ugyanis a bolygó pályájának egyen­
letéből :
a(l—ea)
1 -\-ecosfv—w) ’
e következő eredményt kapjuk :
r 2[l-j- 2  ecos(v—w)-\-éicos'1{y—w')\—a'1( l—e2)2, 
itt pedig, mint mondók, e2-t elhanyagolván, lesz :
r - ^ — 1 -\-2ecos(v—w )^= a-, következőleg
1 -j-2 ecos(v—w) '
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és ha itten az osztást véghezviszszük, lesz : 
h) r 2= a 2^  1—2 ecos(y—
Továbbá, az előbbiekből tudjuk, hogy áll : 
r^dv^cdt— dt.V jua(l—ea), 
hol e2-t elhanyagolván, lesz :
r^dv—d tV iua ,
ide pedig a hj alatti értéket helyettesítvén r 2 helyébe, ezt 
kapjuk :
dl\ \ —2ecos(v—w)]dv =  dtVrpa, avagy :
V u
[ 1 — 2ecos(v—w)]dv— —~-dt} 
av a
honnan egészelés által ezt nyerjük :
v— 2 esin(v—w)=nt-\-k}
V  u
hol n = —-v  tétetett. Hátra van még az ív és k állandóknak 
av a
a meghatározása, mi végre csak annak a fölvétele lesz szük­
séges, hogy a bolygó a napközeiben kezdte mozgását, mi 
által mind w mind k elenyésznek, és az egyszerűsített egyen­
let e következő lesz :
v— 2 esinv=nt, miből 
v=znt-\-2esinv.
Ezen nevezetes egyenletből látni való, hogy ha e= 0  volna , 
azaz, ha a bolygók körökben mozognának a nap körül, akkor 
lenne: v—nt, azaz, a középponti szögök az idővel egyenes vi­
szonyban volnának; v-nek ezen értékét a fenebbi egyenlet­
be tévén, nyerjük :
q) v—nt-\-2esinnt:
és mind ezeknek folytán, a h) alatti egyenlet megtekintéséből, 
a vezérsugár számára e következő egyenletet kapjuk : 
pj r= a (  1—ecosnt),
mely utolsó két egyenlet, mint látjuk arra szolgál, hogy a 
bolygó helyzetét pályájában minden időben és könnyű mó­
don meg lehessen határozni.
19.J Az előrebocsátottak segítségével nem lesz érdek­
telen itt megmutatni, miként képzelendő valamely bolygónak 
mozgása a nap körül. A fenebbi q) egyenlet értelmében t. i.
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a csillagászokjegy képzelt bolygót (astre fictif) vesznek föl, mely 
a nap körül oly körben mozog, melynek középpontja, a nap 
súlypontjával összeesik, mely bolygó mozgása tehát egyenletes 
lesz ; maga a mozgás azonban úgy képzelendő, hogy a valódi 
és kerülékben mozgó bolygó, a képzelt bolygóval ugyanazon
(25-dik idom.)
időpontban a nagyobbik tengelyen megyen keresztül. Hogy 
ezen nevezetes mozgást annál jobban meg lehessen érteni, le­
gyen DA=2a  (25-dik idom) a bolygó pályájának nagyobbik 
tengelye, F azon gyupont, melyben a nap áll, következőleg 
FA=a( 1 — e) a napközei naptóli távola, és FD=a(l-\-e) a nap­
távol naptóli távola; ha most FB—OÁ— a sugárral kört írunk le, 
akkor ez a meghosszabbított tengelyt B  ben fogja metszeni, 
s most az előrebocsátottak így értendők : midőn a valódi 
bolygó A ponton megy keresztül, a képzelt bolygó 5-ben 
fordúl elő, és midőn egy fél keringés bevégezte után, a valódi 
bolygó D ponton megy keresztül, a képzelt bolygó 5-ben 
fordúl elő ; a valódi bolygó tehát fél pályáját ugyanazon idő­
ben hagyja'hátra, mely alatt a képzelt bolygó az emlitett kör­
nek fél kerületét írja le, csak azzal s különbséggel, hogy a
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képzelt bolygó egyenletesen, a valódi bolygó pedig változó 
sebességekkel hagyja hátra pályáját.
Azon féltét alatt tehát, hogy mi FB vonaltól számítjuk 
mind a két bolygónak szögleti távolait, akkor a képzelt boly­
gó P-töli távola mindig egyenlő lesz, a fenebbi q) alatti egyen­
let első nt tagjával, és vezérsugara ezen bolygónak mindig 
egyenletesen mozog ; ezen vezérsugár azonban, a valódi bolygó 
vezérsugarával oly szögöt képez, mely szög (2esinnt) kifejezés 
által van adva ; feltévén t. i. hogy bizonyos t idő alatt, a kép­
zelt bolygó P-től M-ig, a valódi bolygó pedig A-töl P-ig 
ment, akkor a két FM  és FP vezérsugarak közötti szög, azaz 
PFM  szög = 2 esinnt lesz, mely szög a csillagászoknál, kö­
zépponti egyenletnek (équation du centre) mondatik; itt 
azonnal látjuk, hogy mivel sm0 = 0 , és sinlSO0—0 , ezen kö­
zépponti egyenlet elenyészik, midőn a valódi bolygó A és D- 
ben fordúl elő ; miből következik, hogy mind a két bolygó 
ugyanazon idő alatt hagyja hátra pályáját, csak az nevezetes 
ezen keringésnél, hogy pályájoknak első felében a valódi 
bolygó előre halad, a képzelt bolygót maga után hagyván , 
pályájának második felében azonban megint a képzelt boly­
gó halad előre, a valódi bolygót maga után hagyván.
A csillagászoknál az FMB szög —nt közép, az AFP 
szög pedig valódi rendhíjának szokott neveztetni. Ha V a 
napéjegyen-pont, és a bolygó pályájának felmenő csomója, 
lesz VQ az említett csomónak hosszúsága, mely tehát VFS2 
szög által méretik meg. Hasonlóképen a VBM ív vagy MFV 
szög a bolygó közép hosszával lesz egyenlő, s így a PF  és 
FV  vonalok által befogott szög, a bolygó valódi hosszúságá­
nak tekintendő.
Az előrebocsátottakból könnyű belátni, hogy a valódi 
bolygó helyzetének a meghatározására, csak annak közép 
rendhíja = nt szükséges, mely mennyiség mindig könnyen 
megtalálható, minthogy ahhoz nem kívántatik egyéb, mint azon 
pillanatnak az észlelése, melyben a bolygó a napközei pontján 
megy keresztül, mert ha T  alatt a bolygó keringése idejét 
értjük, és azon pillanattól kezdve, melyben a bolygó a nap­
közei pontban fordúl elő, mozgása -köT-ig tart, akkor egy
O U
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egész keringésnek 360°felelvén meg, időnek szükségképen 
360-^g- — 1 0°-nyi szög felelend meg, s ez egyszersmind nt-nek a
keresett értéke, melyet a q) és p) alatti egyenletekben helyet­
tesítvén, a bolygó mind valódi rendhíja, mind vezér sugara, 
tehát helyzete is pályájában meg lesz határozva.
Ha T a bolygó egész keringési ideje, lesz szükségképen 
nT— 2n, és ha ide n helyébe a fen kitett értéket helyettesít­
jük, ezt fogjuk kapni :
TV~ii----—= 2  avagy T \^  a,
aV a
mely egyenletet négyzetre emelvén, lesz :
pT*=4n*a*t miből : T*= ------ ,
l1
mely nevezetes kifejezés már az előbbiekből ismeretes előt­
tünk , minthogy, mint látjuk, a Kepler harmadik szabályát 
tartalmazza magában; egyszersmind pedig az előrebocsátott 
elméletnek az összhangzását ebből világosan lehet látni.
20.) Nem lesz érdektelen, az előbbiekben megállapított 
általános képleteket egy számszerinti példára alkalmazni , 
minthogy csak úgy lehetend világosan látni, miként haszná­
landók ezen képletek.
Vegyük föl ugyanis, hogy valamely nehéz test, melynek
tömege azonban földünk tömegénél kissebb, ^ mértföldnyi
avagy 4000 lábnyi sebességgel mozog a föld körül, mozgása 
50000 mértföldnyi távolságban a földtől kezdődik úgy, hogy 
a mozgás iránya, a kezdő pont vezérsugarával épszögöt ké­
pezzen ; akkor áll :
F = | ,  r=50000, és 0= 90°,
és e következő kérdés támad : mily nemű görbe vonalt irand 
le az a föld körül, és minő méretei lesznek a leírt pályájának ?
Itt azonnal látjuk, hogy a kérdéses pálya méreteinek a 
meghatározására, mindenekelőtt a (b) állandó és az n szám­
nak értéke kieszközlendö. A ^ számot illetőleg tudjuk, hogy 
az nem egyéb, mint a föld vonzó ereje egységnyi távolban ,
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középpontjától számítva; s mivel itt a távolság egysége a 
mértföld, és a föld felületén ható nehézségi erő #=31 láb 
=0,0013 mértföld (a mértföldet 24000 lábnyinak vevénföl), 
egy mértföldnyi távolban a föld középpontjától számítva, a 
nehézségi avagy vonzó erőnek mértékét, e következő arány­
ból fogjuk megtalálni.
g : # = 1 2 : 860-, miből #=8602.# 
ha t. i. a föld összes vonzó erejét, annak középpontjában köz­
pontosítva képzeljük. Ha az utolsó kifejezésben g helyett a 
fenebbi érték tétetik, lesz :
#“ 961,48.
Ez meglevén, h állandónak értéke ezen egyenletből követ­
kezik :
b= —  — F2,r *
melyben a jelen esetre nézve V— \> tehát,F2= ^  =  0,028,ö oo
2u .. 1922,96 , . , 1T— pedig = ■"_ =0,0384 teendő, mi által o-re nézve ezt
r  r  °  dOOOO
kapjuk :
0=0,0384 -0,028=0,0104.
Ezen adatok segítségével azonnal nyerjük a kérdéses pálya 
nagyobbik fél tengelyét, mely .4=-^ lévén, e következő ér­
tékre vezet :
961,48
0,0104=92450 >
azaz, a kérdéses test oly kerüléket irand le a föld körül, 
melynek fél nagyobbik tengelye 92450 mértföldnyi, mozgása 
pedig a földközelben kezdődik. Külpontisága ezen pályának 
nyilván 92450—50000=42450 mértföldnyi, az e arányszá­
mot tehát ezen egyenletből kapjuk : 92450.e=42450, hon­
nan e=0,459, miből látni való, hogy a leírt kerülék nagy 
külpontisággal bír , mi csak a felvett nagy kezdő sebesség­
nek tulajdonítandó. A megtalált kerülék kisebbik fél ten­
gelye b^zzaV 1—e2 képlet szerint 81356 mértföldnyinek ta- 
láltatik.
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Ha azt akarnék, hogy a kérdéses test a föld körül kört 
írjon le, akkor a kezdő sebessége tetemesen változni fog; ez
esetben t. i. áll : -d=r, tehát r~ ^ j  miből ó = - ,  mely érté­
ket a fenebbi egyenletbe tévén, lesz :
- = — — F2, honnan F2= - ,,  tehát F =  r r r
s ebben a képletben a fenebbi értékeket helyettesítvén; 
kapjuk :
961,48_ 
92450' =0 ,1 0 2 ,
azaz, a kezdő sebességnek csak — mértföldnyinek, avagy
2400 lábnyinak kell lenni. Mindezekből látjuk, hogy a kör­
pálya előidézésére, csak egyetlen egy sebesség alkalmas, 
holott egy kerülék létrehozására sok különféle sebesség al­
kalmazható ; így könnyű meggyőződni, hogy és ^ mért­
föld között bármely érték sebesség gyanánt fölvehető , s ezen 
sebességek mindegyike kerülőket adand.
Vegyük fel tehát még, hogy a test kezdő sebessége
g mértföldnyi, mely érték nyilván ^  és jÜ között fekszik; ak­
kor az előbbi eljá rás szerint lesz :
F2= i = 0 , 0 l 5 6 ,  továbbá : -^=0,0384, o4 r
következőleg Z>=0;0228, s ennél fogva a pálya nagyobbik 
fél tengelye :
9614800
228 =42170,
azaz, a pálya nagyobbik fél tengelye 42170 mértföldnyi lesz, 
de a test mozgása már nem a földközelben , hanem a földtá­
volban kezdődik, mit az adatokból könnyen be lehet látni; s 
így ezen pályának a külpontisága lesz: =50000—42170=7830 
mértföldnyi, e arányszámnak az értéke tehát lesz : ß=0,18, 
miből láthatni, hogy ezen kerülék már kisebb külpontiság- 
gal bír, tehát jobban közeledik a körhöz.
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Az eddig előterjesztett elvek annak belátására szolgálnak, 
miért hogy e világ egyetemben, különösen pedig a napi rend­
szerben, egyetlen egy test sem létezik, mely más görbe vo- 
nalt írna le a nap körül mint kerüléket, és egyedül csak kerü­
lőket , minek világos oka abban keresendő, hogy sokféle és 
különféle kezdő sebesség alkalmas kerülők létre-hozására, 
míg valamely test körbeni mozgására, csak egyetlen egy meg­
határozott sebesség alkalmazható, melylyel ha a test bírna is 
mozgásának kezdetében, az még sem lehetne maradandó, mint­
hogy e világ egyetemben működő különféle vonzó erő által 
változást szenvedne, mihelyt pedig egy ilyféle változás áll 
be, azonnal a körpálya kerüléki pályára megy á t ; vájjon 
pedig a létre-jött kerüléki pálya nagyobb vagy kisebb kül- 
pontisággal bír e, az a sebesség változásának nagyságától 
fog függni, mely változás ha tetemes, a kerüléki pálya is 
nagyobb külpontiságu lesz; ha pedig kevésbé tetemes, ak­
kor a pálya külpontisága is kisebbnek'fog mutatkozni. így 
földünk pályájának külpontiságára nézve tudjuk, hogy az 
«=0,01678 szám által van képviselve, azaz, a föld pályájának 
külpontisága fél nagyobbik tengelyének azon része, mely 
rész 0,01678 törtszám által képviseltetik, ezen külpontiság 
tehát csekély, miből szabad következtetnünk, hogy a föld 
pályájábani kezdő sebessége, nem sokat különbözik azon se­
bességtől, melynél fogva az kört írt volna le a nap körül. 
Egyébiránt ezen külpontiságot nem oly nagyon csekélynek 
kell tekinteni, minthogy a föld pályájának fél nagyobbik ten­
gelye 20682329 mértföldnyi lévén, a fen említett külponti­
ság 330917 mértföldnyire rúg, mi csakugyan tetemes távol­
ságnak tekintendő ; mind a mellett azonban a földpálya nem 
sokat különbözik a körtől, mit abból is lehet látni, hogy a 
nap látszólagos nagysága egy keringés alatt nem sokat vál­
tozik, mint azt a két tengely közötti viszonyból is lehet látni, 
mert a föld pályájának kisebbik tengelye úgy áll a nagyob­
bik tengelyhez, mint 7000: 7001-hez. A nap látszólagos nagy­
ságát illetőleg pedig, közvetlen mérések azt mutatták, Hogy 
a nap midőn a legkisebb távolságra van mitölünk (mi de- 
czemberben szokott be állnij, 0,5432 foknyi látszólagos átmé­
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rővel el van látva; midőn pedig az a lehető legnagyobb 
távolságra van mitőlünk, (mi junius közepe táján szokott be­
állni), átmérőjének látszólagos nagysága 0,52527 foknyinak 
találtatott, s így látjuk, hogy az ezen két szám közötti kü­
lönbség sem nagy.
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S a j t ó h i b á k .
16. lap alulról 3-ik sor b— V^y helyett olvasd 1=1^—y.
19. 1. felülről 11. s. -logiV^a-^-xl^y) h. o. —log(Va-\-xVy).
Y
29. lap fel, 12. sor A-\-Bx-\-Cx--\-DaA-\-ExA helyett olvasd 
A-\-Bx-\- Cx--\-Dx3-\-Ex4.
11V -1 OW
3 3 . 1. fel. 6 . sor — helyett o lv .------1
37. 1. al. 2. s. F^  A 1
’/(*) 
hely. olv. ~ =
(x—a)mf ( x )  (x—a)' 
F(x) __ A
f(x) (x—a)mj ‘(x) (x—a)m '
124. 1. fel. 1. s. külzelék egészelése h. o. külzelék egészlete
127. 1. fel. 6 . s. x— ~ z  log (yV^k -\- V  C-\-ky-)-\-C helyett
v tC
olvasd x— —z. log {yVk-\- VC-\-ky-)-\-B.
V rC
ugyanaz lap 9. s. (yV"k-\-V"C-\-kylx) h. o.iyV’k-^V^(7-j-ky"-) 
ugyanaz lap 13. s. B ]/kex^  hely. olv. B'ex^ ^
128. 1. al. 10. s. A helyett olvasd A'
143. 1. fel. 10. s. egészletében dx szorzó hiányzik.
168. 1. al. 13. s. hely. olv. r((jp-|-si'n<j))
176. 1. al. 6 . s.
ugyanaz lapon 4. s
l f °
• ' 2
•  - ° &
an . , n— 
=-9 hely. 0 . ----£ n
an
:cpy  h. o. -
Kdxcos"~2o
an
¥Í*° ci ^ = :
179. 1. fel. 4. s. határozható, káli hely. o. határozhatók, áll 
ugyanaz lapon al. 8 . s. hosszával hely. o. sugarával
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SAJTÓHIBÁK.
191. 1. fel. 8. s. falületet helyébe olv. felületet 
4 4194. 1. al. 15. s. 5 na3 hely. o.-na3 o o
196. 1. fel. 6 . s. 12,78 helyett olv. 11,78
2 1 1 . 1. al. 1 0 . s. közönségos hely. o. közönséges
240. 1. al. 4. s. Ce~* hely. o. Ce~x
241. 1. fel. 4. s. hely. o. Q= -
267. 1. fel. 7. s. V as2—J—?/3 hely. o. V as2—}—?/'-
ugyanaz lap al. 6 . s c'y
d x —XU
i . dyhely. o. ~ x y
283. 1. al. 9. s. a-\-V' 1—|—2>3 hely. o. -|-a \^  1 -}-p3
295. 1. al. 7. s. lesz az 1) alatti egyenletből lesz pedig, hely.
olv. az 1) alatti egyenletből pedig lesz :
296. 1. al. 13. s. db helyett csak -J- olvasandó.
299. 1. al. 7. s. uu hely. o. nu.
300. 1. al. 13. s. (1—au) y 2 hely. o. (1 -\-au)y2-
305. 1. fel. 2. s. n=:k-\-r hely. o. n = k—r]S—"í
306. 1. fel. 4. s. — hely. o. — .u J u
319. 1. fel. 5. s. k'A'x hely. o. /ifea'x 
ugyanaz lapon fel. 9. s. k'eAX hely. o. k'ea'x.
321. 1. fel. 7. s. C‘"ea.y hely. o. O"
330. 1. al. 5. s. “hogy a = a  értékre a nézve a„ helyett olvasd 
hogy a:=a értekre nézve a
337. 1 al. 9. s. összehasonlításábő hely. o. összehasonlításából
338. 1. fel. 1. s. nxz hely. o. nxz'1
339. 1. al. 8 . s. hely. o. R—— — ,z z
362. 1. al. 10. s. z=Mq-\-Nq hely. o. z=Mp-\-Nq 
367. 1. al. 10. s. bal része hely. o. jobb része.
384. 1. al. 5. s. C’e3t hely. o. C'eA'1 
386. 1. fel. 9. s. C ’e-i hely. o. C'"e ~4t
419. 1. al. 16. s. J ‘M'dy hely. o. J*M'öy
420. 1. fel. 13. s. ÖdU hely. o. ÖdU'
SAJTÓHIBÁK.
430. I. al. 7. s. 
430. J. al. 6 . s.
Idxd.Öx-\-ydőy hely. o. C dxdőx-\- dyd ŐyV dx'-^-dy-
j C^ )ddy he,y‘ °lv
•7 V  dx^-^dy1
((£K
E munkának első kötetére nézve még e következő lényeges 
hibák találtattak meg •
46. lap felülről 14-dik sor aloya helyett olvasd avloga 
31. lap alulról 3-dik sor
: d x { V  \ - \ - x  +  V \  ---£c)-
dy-
~dx{ V  l- \-x - \-^  1—a1) 2
V  í - x'i)V~ l-j-íc-f-k^ 1—a?) 
helyett olvasd
V 1—x'I(Vr l-\-x  — V 1—a?)
d,y—
-idx{V \-\-x  - V 1 —x)
Li
d x (V \-\-x-\-V' 1 —x)
1 —x"(Vr \ - \ - x - \ - V  1—x )  V \ —a?2( \ 7 1 - j - a j — 1—x)
57. 1. fel. 7 .s. ( i - < p hely. o. (1— x*)i
d<ly
ugyanaz lap fel, 1 1 . s. helyett olvasd
dn-V. 2x
( i + xn-r-
d 3y   1 —|—2a^
dxA
d3y_ 6 .r2— 2
dx3 (l-|-*r2) 3
dx1
és ugyanazon sorban ^ q f ^ ^ e ly e t t  o.
74. lap felülről 7-dik so r/(3 )= 4  helyett olvasd f(3 )— 7 
75-dik lap felülről 1 2 -dik sor —f"(0)= 2C  helyett olvasd 
f"(o)=2C
69. lap felülről 7-dik sor —^ ^ ~ ^ =aMha~1 ßNhß- 1 -}- h. o.
p _ ,  ^
dh

